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8§12 Per mutationsgruppen

Sei ¥ :=3({1,....}) die Gruppe der bijektiven Abbildungen von {L...,} in sich mit der
Komposition, (2.3) (4)

(12.1) Definition

Sd a,,...a O{L...n.
a seien paarweise verschieden.
Eine Permutation o der Form

a, falsi<k
o(a)= C_
a, falsi=k

und o(a) =a fir al{a,,...a} heilkteinZyklus.

Offenbar gilt:

(8,8 8y) = (@), 850008, )
= (8,841, 8,8g,,8y) UN
<a0 """ ak>_l =<ak’ak—1 ----- ao>

{ag,...a} heiRt der Wirkungsbereich des Zyklus (ay,...a,) =0 .
k heil3t die L &nge des Zyklus, 1(o) .

(12.2) Lemma

Seien 0 =(ay,....8), T =(b,,...,a ) Zyklen mit disjunkten Wirkungsbereichen. Dann gilt:

Seite -1-



WS 2001/02 Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

Bewels:
oot und 700 wirkenauf {a,,...a} wie o
und auf {b,,...,.b} wier. g.ed.

In jeder Permutation kommen Zyklen vor.

(12.3) Beispie
o2,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
8 6 2 9 3 12 11 7 4 13 1 5 14 10 15
\/ ﬁ \/ 37 4
8 11 6 c
I\ 9
0’1 az a3
10
13 14
a, a, =id
=0=0,0,0,0,.
(12.4) Satz

Jede Permutation o 1% ist bis auf Reihenfolge eindeutig ein Produkt von Zyklen mit
paarwei se digunkten Wirkungsbereichen:
o=a lU.la,

Diese heildt Zyklenzerlegung von o .

p
Sei o =aq,.0r,. Dann heil’t 1(0) = > I(a;) dieLangevon o .

i=1

In(12.3) gilt I(0) =3+ 4+1+2=10
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(12.5) Bemerkungen

(1) Seien o =a, L., und 7 = B, [I.[B, Zyklenzerlegungen.
Im Allgemeinen l&sst sich hieraus nicht die Zyklenzerlegung von o o r ablesen!

(2) Ein Zyklus (a,b) der Lange 1 heifit eine Transposition.

(12.6) Lemma

Sel o0z, und o =a, [l.[&r, die Zyklenzerlegung.
Sei 7 =(a,b). Die Zyklenzerlegung von 7 o o ist gegeben durch:

@ roa, U.lar, fdlso(a) =a o(b)=b

© (aa,...a.bb,..b)a, 0.0,
fals a, =(a,a,,....a,)

Bewels:
Alle Zyklen, die weder a noch b enthalten, kommen auch in der Zyklenzerlegungvon 7 o
vor. Man muss daher verifizieren, dass

(b) (ab)(ba,,..a)=(aba,..a,)
© (ab)(aa,..a)(bb,..b)=(aa,.a,.bb,..b)

und
(d) (ab)(a,..b,...I,)=(a...a)(b..b)
gilt. g.ed.

(12.7) Korollar

[(rco)=I(o)+1loder I(r-0)=I(0)-1

Beweis:
Im Fal (a), (b), (¢) gilt +1,imFall (d) —1. g.ed.
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(12.8) Lemma
Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen. (nicht eindeutig!)
Bewels:
o=a ll.la,.

Esgenigt, a; alsProdukt von Transpositionen zu schreiben.

Sel a, =(ay,...a,)
=a, =(a,,a,)(a,,...a,)

- (a0, (0,5 - {01
= Behauptung g.ed.

(12.9) Satz

Sel o =r, [1.[T, ein Produkt von Transpositionen.
Ist n gerade, soist |(o0) gerade.

Ist n ungerade, soist | (og) ungerade,

d.h.esgilt (-1)" =(-2)'”,

Beweis: Induktion tber n
n=1 =l(o)=I(r)) =1
12.7) =I(r,...r,)=I(7,..1,) *1
ﬁ/>'(_1)|(r2...rn) — (_1)n—1
— (_1)I(rz...rn) — (_1)11 Eq_l)urz...rn)
- (_1)¢1+n—1
=(-D" g.ed.

(12.10) Korollar

Fur o,r0%, gilt (-1)"? = (-1)'@"O,

Bewels:
Se o=0,..0,, % 1 =r1,..1, Produkt von Transpositionen.
= o1 =0,..0, 0,..1,
= (-1 =(-p""
=(-D" )"
=(-1)'” -1'® g.ed.
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(12.11) Definition

(-1)') heif’t das Signum von o, sgn(o)
o helld gerade (ungerade), falls sgn(o) =1 (-1) ist.

Die Abbildung
sgn:z, . {1-3 =z"
ist ein Gruppenhomomorphismus, da nach (12.10) sgn(o7) = sgn(o) [$gn(7) gilt.
|
Ker(syno) ={o: ogeradg ist eine Untergruppe der Ordnung % . Sie heif’t die

alternierende Gruppe, A, 0 .
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