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811 Ringe und Polynomringe

(11.1) Definition

Ein Ringist eine Menge R, versehen mit zwei Verknipfungen+und ¢, d.h. ++:RxR - R,
derart, dass gilt:

I (R+) ist eine abelsche Gruppe
[l e istassoziativ
01=1;0R: lth=al=afuralealR
1l Distributivgesetze
alfb+c)=ab+ac
(a+b)&e=ac+bc
Ein Ring heil3t kommutativ, wenn
IV alb=bl@& OabOR

(11.2) Beispiele

(1) Zist ein kommutativer Ring.
2 /Zn ist ein kommutativer Ring.

(3) {G ist ein kommutativer Ring.
(4) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring (s. 3.1)
(5) Se VenK-VR.
(End, (V),+,0) ist einRing, (8.9)
(6) Mat ., (K) bilden einen Ring (8.8)
(7) Seien R, R, Ringe. Dannist R, x R, mit komponentenweiser Addition und
Multiplikation ein Ring.
1R1><R2 = (1R1 ’1R2)
(8 Se | R einInterval
C(l):={f:1 -~ R: f stetig sind ein kommutativer Ring, Analysis (6.4)

(11.3) Definition

Seien R, R Ringe.

Ein Ringhomomor phismus von Rnach R' ist eine Abbildung R(Od. R’ derart, dass gilt:
(@ f(a+b)=f(a)+ f(b);

(b) f(ab)= f(a)L¥(b)

© fe)=1x.
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(11.4) Beispiele

(1) id;, ReinRing
Z
2 Z - /Zn ,(1.18)
ara
(3) Sei VeinK-VR mit BasisV = (v,,...,v,). Dannist
EndK (\/) - Mnxn(K)
f M, (f)
ein Ringisomorphismus, (8.6) + (8.7)
siehe auch (8.10)
(4) Se AOGL,(K).Dannist
Mat . (K) O  Ma,,, (K)

B> ABA™

ein Ringautomorphismus. (Es gilt K ,(B[T) = ABCA™ = ABA"ACA™ =K, (B) [K,(C))
B)C-C

Z> z

ist ein Kdrperautomorphismus
(6) cd. CxC

z (z,0)
erfullt (11.3) (a),(b), nicht aber (c): f(lc)ilcxc =(1)).

(11.5) Definition

Sei ReinRing. aldR heildt eine Einheit, wenn esein b0 R gibt mit
alb=blAa=1
Man schreibt dann b=a™.

Sei R* die Menge der Einheiten.
10R*, (R*e) isteineGruppe; (ab)™*=b"'@&™.

(11.6) Beispiele

1 2" ={1-1
(2) IstK einKérper, soist K* = K \{G
(3) (Mat,.,(K))" =GL,(K)

@ 24, = og7@m =1

Sei R nun ein kommuitativer Ring.
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(11.7) Definition

Der Polynomring R[X] Uber Rist die Menge der Ausdriicke
f=>a X" mita OR, nON.

k=0

Man identifiziert f mit > a, X, wobei a, =0, fals k >n.
k=0

Definiere die Summe:
|

> a X +> b X =>(a +b)X", wobei | =max(n,m);
k=0 k=0

k=0
Das Produkt:

gakxk Dkiobkxk =Zr‘j( Oah_rjx' :

1=0

(11.8) Satz

(R[X].+.) ist ein kommutativer Ring, 1o, =10X°.
Die Abbildung R~ R[X] ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir fassen daher Rals

at>alXx®
Unterring von R[X] auf.

Bewels:
Verifiziere (11.1) | - 1V. g.ed.

Sé f =Y aX"OR[X] undsei a, # 0. Dann heift n der Grad von f. Offenbar gilt
k=0

grad(f +g) < max(grad f,grad g)
grad(f L) < grad(f) +grad(g)

0% a, heil3t der L eitkoeffizient vonf.

Sei nun Sein kommutativer Ring.

(11.9) Satz

Se R S ein Homomorphismus, und sei sO'S.
Dann existiert genau ein Homomorphismus @ : R[X] - S mit ® =¢ und P(X) =s.
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Bewels:
Eindeutigkeit. Erfullt ® diese Bedingungen, so gilt

qn(zn“akxk}zn:q)(ak)&k

Existenz. Definiere @ durch obige Gleichung. Dannist @ ein Homomorphismus. g.ed.

(11.10) Korollar

Sei xOR. Dannist

RIX]os R

f=>axXx"H>ax=fx
k=0 k=0

ein Homomorphismus.

Bewels:
(11.9) fur ¢ =idg,s=x, R=S. qg.ed.

&, heifdt der Einsetzungshomomor phismus zu x.
Sei f OR[X].DieAbbildung

RO R

X f(X)

heil3 die zu f gehtrende Polynomabbildung.

(11.11) Beispiele

(1) f=Xx2+X0Z,[xX]
Danngilt f()=f(0)=0
Also XTF%=0

(2 Sdé AR):={RI® R} dieMengealler Abbildungen.
Dieseist mit (¢ -.H//)(X) = ¢(X)-.H/I(X) ein Ring, und die Abbildung
®:RX] -~ ARR)
firsf
. : T~ T~ =
ist ein Ringhomomorphismus, d.h. (f -.Irg) =f +g 1=1,4
Dieser isti.A. nicht injektiv

(3) Ein x, OR heit Nullstellevon f OR[X], wenn f(x,) =0
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(11.12) Satz (Division mit Rest)

Seien f =Y a, X" und g=> b X* in R{X], b, sei éine Einheit in R. Dann existieren
k=0 k=0

eindeutige Polynome, q,r [ R[X] mit
f =qlg+r und gradr <gradg.

Bewels:
Existenz. (Induktion Gber n—m)
Iss m>n,sosetze q=0,r=f.Sa m<n.
Sel
f,=f-a M, X"
grad f, <grad f
Sel f,=q g+r
sogilt f=(ab, X" +q,)g+r,

Eindeutigkeit. Sei f =q,0+r, =0,0+T,

=(0,-9,)9=1,-1,

= grad(r, —r,) [g < grad(9g)

Dab,OR*, sogiltfur 0#cOR:

clb, b, =c#0

aso clb, #0. Daher gilt:

grad(q, - q,) g =grad(q, —q,) +gradg =gradg, falls g, —-q, =0
=¢-9,=0 =r-r,=0 g.ed.

(11.13) Beispiele

Q) f=2x%+x-4 g=x*+3x-1 0Z[X]

2x°+x-4 : x*+3x-1 =2x-6
2x% + 6x° — 2%
-6x°+3x-4
—-6x° —18x+6
21x-10

— f = (2x—6) [ + (21x—10)

(2) Sei g=Xx-aOR[X], f ORX]
= OR: f=q(X-a)+b
= f(a)=q(a)[+b=>b
= f=qX -a)+ f(a).
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(3) fhat in a eine Nullstelle
= fisttellbar durch X —a.

(11.14) Satz

Sei K ein Korper und 0# f OK[X] ein Polynom vom Grad n.
Dann hat f hochstens n Nullstellen in K.

Beweis:
Induktion Uber n
n=0: f =b# 0 hat keine Nullstelle.

Sel grad f =n+1. HatfdieNullstelle a,, sogilt f =(X —a,) g und gradg =n.
= g hat hdchstens n Nullstellen

a,,...,a m<n+1.

Sel b eine Nullstelle von f.
= 0= f(b)=(b-a,)9(b)

=b0{a,,...a,}
= Behauptung g.ed.

(11.15) Definition
Sei f,gOK[X].

hheidt ggT(f,g),wenngilt h| f, h|g undwenn gilt:
ist p ein gemeinsamer Teiler vonfund g, so gilt p|h.

h,h' sind gréite gemeinsame Teller vonfundg = h'=clh, cOK™.

Bewels:

Sind h,h' ggT vonf, g

= h|h" und h'|h

=grad h'=grad hund h'=c[h

Umgekehrt haben h und h' dieselben Teiler und beide sind gemeinsame Teiler von f und g.
g.ed.

(11.16) Euklidischer Algorithmus

9% =f,0=9

Jo»-- 0, Selendefiniertund g, | 9,
sei dann g,,, definiert durch g,, =ql9, + 9,
wobei grad g,,, <grad g,.
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Fdls g, | g, teilt, sosa g,,, nicht definiert.
Das letzte Polynom in dieser Ketteist ggT (f, Q).

(11.17) Lemma von Bezout

Sei hein ggT(f,g). Dannexistieren A, BOK[X] mit
h=AF +B

Bewels: wie(1.9) g.ed.

(11.18) Definition

Ein Polynom pOK][X] heif3 prim, wenngrad p >0 und wenn p keine Teller hat aul3er
clp,cOK*und cOK?™.

Ist pprimund g OK[X] mit p] g=ggT(p,g) =1.

(11.19) Lemma von Euklid

Seipprim.Falsp|] fund p]lg =plfly

Bewels. mit (11.17) wie der Beweis von (1.10) g.ed.

(11.20) Korollar

Jedes Polynom f O K[ X] ist (im wesentlichen) eindeutig ein Produkt von Primpolynomen.
L.w. heifdt:ist f = p,...p, =q,...0, S0 gilt r = und bei geeigneter Nummerierung ist

q =¢ b, ¢ OK".

Zusatz:

Jedes normierte Polynom ist eindeutig ein Produkt normierter Primpolynome.
(normiert: Leitkoeffizient = 1)

(11.21) Beispiele

(1) X-a allK
sind prim

(2) f =X*+aX +bistprim = fhatkeineNullstelle
Ist f(c)=0= X —-c|f
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Ist f = plg=>gradp=1

= p=X-a = f(a)=0.

(3) Fundamentalsatz der Algebra.

Jedes Polynom vom grad >0 in C[ X] hat eine Nullstelle.
= X —a, alC sind samtliche normierte Primpolynomein C[X].

(ohne Beweis)

Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

(4) Die normierten Primpolynomein R[X] sindgenau X —a, alR und X*-aX +b ohne

Nullstelle,
d.h. mit a>-4b<0

Bewels:
Sei pOR[X] prim (normiert)
= p asPolynomin C[X] hat eine Nullstelle z.

@

(b)

z[R = X - zOR[X] teltp
> p=X-z

zOR: s p=)aX', alR
i=0

=N p(z)=i:a,.zi =0

= p(E)=_Z;,&E' =23z =0

— z ist Nullstelle, z# z.

In C[X] qgilt X-2z|p

X-z|p

X —z und X -z unterscheiden sich nicht um c00C*.
= (X=2)(X=2)|p

(11.20)
g:=(X-2)(X-2)=X?-2Rez(X +|4° OR[X]
= p=gl in C[X]

nochz.z.: tOR[ X].
Schreibein R[ X]
p=qlg+r, grad r <gradg

Diesistaucheine Divison mit Restin C[X] = r =0,

Eindeutigkeit

=4g|lp = p=g.

pprim

(5) Speziell X?+1 primin R[X]

X2+1=(X =i)(X +i) in C[X]

(6) In Q[ X] gibt es Primpolynome beliebigen Grades.

zB. X"=-2istprimin Q[ X].
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