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8§10 Die komplexen Zahlen

Es gibt keine Losung der Gleichung x* = -1 in den reellen Zahlen.
Ziel: Konstruktion eines Zahlenbereiches C (IR, in dem diese Gleichung eine Losung
besitzt.

Heuristik:
Sei C schon konstruiert, und sei i JC mit i? = -1.
Fir a,bOR ist dann a+b [l eine wohldefinierte Zahl.
Sei a'tb'i eineweitere solche Zahl, so gilt
(a+bi)(a+b'i) =aa+a(b'i)+ (bi)[A'+bi [b'i

= (aa'-bb') + (ab'+a'b)i
und (a+hi)+(a'+b'i) =(a+a')+(b+Db")i

Wir identifizieren nun a+bi mit (a,b) OR? und gelangen zu folgender

(10.1) Definition

Die Menge R mit der tiblichen Addition und der Multiplikation
(a,b) [{a’,b") := (aa'-bb',ab'+a'b)
heil3t die Menge der komplexen Zahlen C.

Wir identifizieren alJR mit (a,0) O C . Diesist wegen
(a,0) [{a',0) = (aa',0) vertraglich mit der Multiplikation. Esist nun
i =(0),undesgilt (0,1) [{0,2) =(-1,0)

Esist nun zweckmaldig, wieder zur Schreibweise a+b0 statt (a,b) zurtickzukehren.
Ist z=a+bl, soheil’t

ader Realtell vonz, a = Re(2)

b der Imaginarteil von z, b =1m(z)

zOR < Im(2) =0

zC heif rein-imaginar, wenn Re(z) =0

(10.2) Satz

C =(R?,+,) ist ein Korper, der R umfasst.

Bewels:
Die Axiome (3.1), | (Addition) sind klar.

[l Multiplikation ist assoziativ: Verifiziere
((a+bi) Ma+b'i)) (a"+b"i)
= (a+hi) ((@+b'i) qa"+b"i))

Seite -1-



WS 2001/02 Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

kommutativ: Aus der Definition ersichtlich
1{a+bi)=a+b0

inverses Element: Sei z=a+bi #0
= (a+bi){a-bi)=a*+b*0OR und a®> +b* 20
Daher gilt

(a+bi)( a ___ b [ﬂj=1

a’+b?> a*+b?

[11 Distributivgesetz
(a+hi) ((a+b'i) + (@"+b"i))

=(ada+a") -bOb+b"))+(alb+b") + (a+a") b)

Distr.szZ(a + bl)(a""b'l) + (a + bl)(a' '+b”|)

IV 1#£0 ist klar g.ed.

(10.3) Definition

Se z=a+hiOC
z:=a-bi heilt diezuz konjugierte komplexe Zahl
|7:=a® +b? =y/z[Z OR , heif} der Betrag von z.

(10.4) Lemma

) z+z=2+z
i) z=20,
(i) |z]=|z

(v) z'=-2%  fir z#0
4
v) z=z - zOR
(vi) Dreiecksungleichung
2+ 2| < 7] +[z|
(Vi) z+z=2Rez
z-z=2Imz0

Beweis:
(i), (ii), (iii), (v) rechnet man nach
(iv) folgt aus zz =|7’

(vii) z+z=a+bi+a-hi=2a
z-z=a+bi—-a+hi = 2bi
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(vi) Esgilt ReZ<|Z g.ed.

Daher gilt

z+7| =(z+2,){z +1,)
=22,+2,2,+22,+2,2,
= |Z1|2 + 2Re(ziz_2)+|zz|2
<laf +2Rdzz, ) +[2f
<|z| + 2z ||+

:021|+|22|)2-

(10.5) Beispiele

(1) D={z0C:|z-7|<3

@o-fers o]

D={z0C,z#1:|[4<[z-1

4<[z-1 = |4 <[z-1°

o 7z2<(z-1)(z-1)

o 722<72-(2+2)+1 < 0<—(z+2)+1
= 2Rez<1

= Rez<1
2
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(10.6) Die Matrix einer komplexen Zahl

S z,=a, +h,i0C.

Die Abbildung col c ist ein Homomorphismus von 1-dimensionalen C-VR und hat die

Z- 7, ¥
Matrix M(7, ) =(2).

Betrachte nun 7, als R-Homomorphismus von R?insich. R*=C hat dieBasis 1,i . Esgilt:
r,(1) =2 =2, +hy
r,(I)=z0=-b+aj.

Fur r, asR-Homomorphismus gilt also:

| b
M (7,,) {ZO aooj
0

Dar,-r, =1,, ist, findet man in der Matrix-Multiplikation
(al _blj Ean _boj - (aoai _bObl _aobl _aibOJ
b, a J\b a ) \ab+ab, aya -bb
die Multiplikation komplexer Zahlen wieder.
4 b
Sei R?=C [ C=R? einR-Homomorphismus mit M7 (f) :(2 dj . Genau dann ist f

ein C-Homomorphismus, wenn a=d und b=-c.
Indiesem Fall ist f =7

a+cll "
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