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81 Die ganzen Zahlen

z={.,-2-1012.} ON

Menge der ganzen Zahlen

(1.1) Eigenschaften

|. Addition gegeben a,b0Z
= a+bwohldefiniert

(8) Assoziativgesetz: (a+b)y+c = a+(b+c)
(b) Kommutativgesetz: a+b = b+a
(c) 0OZ erflillt O+a=a HalZz
(d) For adZ erfillt -a:a+(-a)=0

[1. Multiplikation a,b0z

= albb wohldefiniert

(a) Assoziativgesetz: (alb) e = al(bLle)
(b) Kommutativgesetz: alb = bla
(c) 10Z erfullt 1lld=a UOallZ

[11. Distributivgesetz
al{b+c)=alb+alet

IV. < ist Totalordnung auf Z. Es gelten

(& asb = a+csb+c
(b) a<h,c>0 = alt<hle

Bemerkung:
Die Eigenschaften I-111 sind gerade die Merkmale eines kommutativen Rings.

(1.2) Teilbarkeit

Sel a,bdzZ b#0

Definition:
b telt a, bla, wenn ein cJZ existiert mit a=bl[¢.

Seite -2 -



WS 2001/02 Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

(1.3) Satz

Selen a,b0Z, sei b # 0. Dann existieren eindeutige Zahlen q,r 0Z mit
a=ql+r und O<r <|b
Beispiele:

(D) 23, =2, B, + 7,
(2) -23= (-3)[B+1

Beweis;

Falll: a=0,b>0
Induktion Uber a (bei festem b)

LLA. a=0 0=00+0 v
Sei die Behauptung bewiesen fir alle a < a
Betrachte a=1
e Ista+l<b,sozeigt a+1=0[Db+(a+1) dieBehauptung
e Andernfalls
Ist 0<a+l-b<a
i>Eh,r:a+1—b:q[H)+r 0<r<b
—atl=(q+D)b+r =Fal 1l
Fall2: Sei a<0,b>0
—-—a=qgb+r 0<r<b
Falll
e Istr=0
=a=(-q)b
e Istr>0
=a=(-q)b-r
=(-q-Db+(b-r) = gb+r , 0<r <b

Fall 3. abeliebig, b<0

a2 - A

=(-q)+r = Behauptung

Eindeutigkeit

Seia=qb+r=q,b+r, 0<rn,r, <|o
=0=(q-qgy)b+(r,-r,), (OCE)r,=r,
O<sr-r, <|b| , (r,—r,)=(q, —q)b

- 4=0 = =0 g.ed.
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(1.4) Definition Primzahlen

Eine Zahl pOZ heifd Primzahl wenn gilt
(1) p#-101
(2) Dieeinzigen Teiler vonp sind - p,-11, p
z.B.-2,2,-3,3,-55

(1.5) Satz

Sa nJZ, n#-101
Dannist n ein Produkt von Primzahlen

Bewels:

0.E.se nON, n=>2
Induktion Uber n

n=2ist prim.

Der Satz geltefur alle n's n
Betrachte n+1.:

1.Fall: n+1istprim = Satz gilt fir n+1
2.Fall: n+1 nichtprim = [Md,e>2 mit n+1=d[&
=d<n+le<n+l

v =R LR poprim } n+1=pL.Ip LI, = poaptung ged.

= [e=q, L.[g,,q, prim

Von nun an betrachten wir nur nattirliche Zahlen.

(1.6) Definition gr6f3ter gemeinsamer Teller

Seien a,b 0N,
d ON, heifd groikter gemeinsamer Teiler, ggT von a,b, wenn gilt
(@& djaundd|b
(b) Ist eI N, mit e|a und e|b
=el|d

(1.7) Satz

Seien a,b N, Dannexistiert ggT(a,b)
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Beweis:
SeoE. a=b

Induktion Uber a
LA, a=1=b=1 ggT(1) =1
LV. Sazgete Da'<a
I.S. Berachtea+lundb<a+l
Fal 1: bjJa+l = ggT(a+1b)=b
Fall 2. b]a+1
(o,r:a+l=qb+r : O0<r<b
Behauptung: cist gemeinsamer Teiler von a+1,b
= cist gemeinsamer Teiler von b,r
Seiclatlc|b = a+l=xt=qlylt+r
a+l =
=c|r dar =c(x-qy)
Seicjrundc|b =c|a+l (hgT(b,r)
Dieser ist auch ggT(a+1b) = Behauptung

g.e.d.

(1.8) Der Euklidische Algorithmus

Sel a,:=a,a:=b

Seien a, definiert fir n'<s n

Falls a,|a,_, sosa a,,, nicht definiert
Falls a, | a,., sosa a,,, definiert durch

a,, =qla, +a,,, wobel O<a , <a,

Die Folgeist endlich, da spétestensfir a, =1 der Fall 1 eintritt
= ggT(a,b) = ggT(a,. &) = 99T (a,.a,)
= 99T (a,,8;)...=9dT(a,,,a,) wobe a,|a,,

Beispidl:
a, =83 a =77
83=1[T77+6
77 =12[6+5
6=10+1 1|5
(1.9) Lemma von Bezout
Seien a,b 0N,

— [A,BOZ mit ggT(a,b) = Ala+B D
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Beweis:
Seien a, = a,a, =Db,...a, die Reste des Euklidischen Algorithmus
Esgibt Zahlen A, A,....,B,,B,,... sodass a, = Aa+Bb

I.LA. Diesgilt fur k=1

a =00a, +10a
V. a =Aa+Bb
.S, fdlsk<n

=, =0 ta,
= Aa+B_b=q (Aa+Bb)+a.
= (A, —0A)[@+(B -gB,)b =a,,, = Behauptung

g.e.d.

(1.10) Lemma von Euklid

Sei p eine Primzahl und a,bON ,
Fals p|lalb= p|aoder p|b

Beweis:

Angenommen pJaund p|b
Danngilt: ggT(p,a) =1 ggT(p,b) =1
= [AB,C,DOZ

(1.9)
1=Ap+Ba , 1=Cp+Db
—=1=(Ap+ Ba)(Cp+ Db)
= Acp?+ ADbp + BCap + BDab

Sel ab = px:
= 1=(ACp + ADb + BCa + BDx) [p N
=  Behauptung g.ed.

(1.11) Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Jede natiirliche Zahl n > 2 ist eindeutig ein Produkt von Primzahlen.

Beweis:
» Existenz: (1.5)
» Eindeutigkeit:
Sei n= p L.0Op, =q [l.0e
PRSP, <..SP,0<...S0
Sel p, =q;
Wére p, <q, = q. | p, 1<k<sr
| pU.Op, =n 4

=
(1.10) Y%
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=0 =h

qﬂ =p 000, = 0.0,

=r=S P =0 = Behauptung g.ed.

(1.12) Satz

Sei M Menge, fir x[OM sal A(x) Aussage
A(X) giltfur fast alle x(OM (f.f.a)
;= A(X) gilt hochstens fir endlich viele x nicht

Beispiele:
(@ Sei CON = x>C f.f.a xUN
(b) Sei (a,).,, €ineFamilievon Zahlenmit a, =1 f.f.an

=[hy:On=n,:a,=1

a = |
==
(c) Sei Pdie Menge der Primzahlen
= Jede Zahl n[IN, hat eine eindeutige Darstellung

— Vp(n) —
n=[]p* " ,v,(n)=0ffa pOP
L]
252 = 2[R 7
V,(252) =2

V,4(252) = 2 v,(252) =0 p#237
V,(252) =1

(1.14) Satz

(a) Seien a,bON, . Dann gilt
alb = v,(a)=v,(b) OpOP
(b) Sei d = ggT(a,b). Danngilt:
v,(d) =min(v,(a),v,(b))

Beispidl:
48=2[3

36 = 2[R ggT = 22[3" (immer die kleinste Hochzahl)
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Beweis:

* (9 folgtaus(1.11)

R SG d.: pmin(vp(a),vp(b))
]

d'la und d'|b

Sei egemeinsamer Teiler von a,b
=v,(e=sv,(a , v,(e<v,(b) UpOP
=V, (e)<min(v, (a),v,(0)) =V, (d')
=e|d

= d'=ggT(a,b) = Behauptung

(1.13) Definition

Seien a,bON,

m0U N, heil} kleinstes gemeinsames Vielfachesvon a,b kgV (a,b) , wenn gilt:
(@ a|mund b|m
(b) Ist n ein gemeinsames Vielfachesvon a,b, so gilt m|n

a= rl p”®
p0l

kgV(a,b) = pmax(vp(a),vp(b))
)

alb
9g9T(a,b)
v,(alb) =v, (a)+v,(b)
max(v,(a),v, () =v,(a) +v,(b) —min(v,(a),v,(b))

kgV(a,b) =

(1.15) Satz (Euklid)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:
Behauptung: Sei {p,....p} €ine endliche Menge von Primzahlen. Dann existiert eine Primzahl
q0{p,..n}

Sel a::(n pk]+1 und a =q, [l.[¢] die Primfaktorzerlegung

p.lallsksn = q0O{p.,.p} = Behauptung g.ed.
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(1.16) Lemma

Sei nZ, n#-101
Definiere Relation auf Z

a~b:= a-bistdurchnteilbar
~ist eine Aquivalenzrelation.

Bewels:

(na~a : a-a=0 ist durch n teilbar
(a~b=nla-b=>n|b-a=b~a

(t) a~b,b~c=>nla-b,n|lb-c = nla-c =a~cC g.ed.

a~b < a,b lassen bei Division durch n den selben Rest

a=qlh+r oE. r<r,
b=q,h+r, b-a=(q,-q)n+(r,—n)
(1.17) Lemma
Seia~a,b~b
Dann gilt: atb~a'+b
alb~ alb
Beweis:
a=a+Alh , b'=b+Blh , ABOZgeegnet
a+b'=a+b+An+Bn=a+b+(A+B)n a+b'~a+b
alb'=(a+ An)(b+ Bn) = ab+aBn+ bAn + ABn2 = ab + (aB + bA+ ABn)n alb'~alb

g.ed.

Sei [a] =a die Aquivalenzklasse von a

(1.18) Koroallar

a

Durch a &-]Ed:T[aaﬂj]- d ist eine Addition und eine Multiplikation auf den Aquivalenzklassen

wohldefiniert.

Esgelten die Gesetze I-I11 in (1.1)

(el +{d){d Ja+(btk) usw.

Die Menge der Aquivalenzklassen (Restklassen): Z/Z h (Z modulo Z[h)

a~b=a=bmod n (akongruent b modulo n)
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(1.19) Beispiel

n=12  24.,={01..13

7+6=13=1

7(8=56=8

51000 ::—LSOO ::_L

62=12=0

(1.20) Satz

Sei ggT(n,a) =1

Dann existiert bD/ZDh sodass alb=1

Beweis:
Nach dem Lemmavon Bezout [A, B 0 Z mit
1= An+Ba

— 1= Ah+B[RE (1.17) =1=BA = Behauptung g.ed.

! i A.ist a* nicht definiert

Sei ggT(a,n) =1

— ax=b hat genau eine Losung
x=a [b

(1.21) Anwendungen

41271 =110°+ 700" + 2102 + 1103+ 410* mod 3
10=1mod 3

41271=111+70+20+10+41Q mod 3

3-Probe: Jede Dezimalzahl ist mod 3 kongruent zu ihrer Quersumme.

9-Probe: 10=1mod 9
= Jede Dezimalzahl ist kongruent zu ihrer Quersumme mod 9
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11-Probe: 10 =-1mod 11
10" = (-1)" mod 11

41271=1-7+2-1+4=-1=10
= Jede Dezimalzahl ist kongruent zu ihrer alternierenden Quersumme mod 11
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