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§1 Die ganzen Zahlen 
 
Z { } ⊇−−= ,...2,1,0,1,2..., N 
 
Menge der ganzen Zahlen 
 
 

(1.1) Eigenschaften 
 

I. Addition gegeben Z∈ba,   
ba +⇒ wohldefiniert 

 
(a) Assoziativgesetz:  cba ++ )(  = )( cba ++  
(b) Kommutativgesetz: ba +   = ab +  
(c) 0∈ Z erfüllt  aa =+0   ∈∀ a Z 
(d) Für ∈a Z erfüllt  0)(: =−+− aaa  

 
II. Multiplikation Z∈ba,  

ba ⋅⇒  wohldefiniert 
 

(a) Assoziativgesetz:  cba ⋅⋅ )(  = )( cba ⋅⋅  
(b) Kommutativgesetz: ba ⋅   = ab ⋅  
(c) 1∈ Z erfüllt  aa =⋅1    ∈∀ a Z 

 
III. Distributivgesetz 

cabacba ⋅+⋅=+⋅ )(  
 

IV. ≤  ist Totalordnung auf Z. Es gelten 
 

(a) cbcaba +≤+⇒≤  
(b) cbcacba ⋅≤⋅⇒>≤ 0,  

 
Bemerkung: 
Die Eigenschaften I-III sind gerade die Merkmale eines kommutativen Rings. 
 
 

(1.2) Teilbarkeit 
 
Sei ∈ba, Z , 0≠b  
 
Definition: 
b teilt a, b|a, wenn ein Z∈c  existiert mit cba ⋅= . 
 
 
 
 



WS 2001/02  Mathematik für Informatiker – Lineare Algebra 

  Seite - 3 - 

(1.3) Satz 
 
Seien ∈ba, Z, sei 0≠b . Dann existieren eindeutige Zahlen ∈rq, Z mit 
 

rbqa +⋅=   und  br <≤0  
 

Beispiele: 
(1) )()()()( 78223 rbqa +⋅=  
(2) 18)3(23 +⋅−=−  
 
 
Beweis: 
 
Existenz 
 

Fall 1: 0,0 >≥ ba  
Induktion über a (bei festem b) 

 
I.A. 0=a   000 +⋅= b   ! 
Sei die Behauptung bewiesen für alle aa ≤'  
Betrachte 1=a  
• Ist ba <+1 , so zeigt )1(01 ++⋅=+ aba  die Behauptung 
• Andernfalls 

Ist aba ≤−+≤ 10  
rbqbarq

VI
+⋅=−+∃⇒ 1:,

..
  br <≤0  

rbqa ++=+⇒ )1(1    ⇒Fall 1 
 

Fall 2: Sei 0<a  , 0>b  
rqba

Fall
+=−⇒

1
  br <≤0  

• Ist 0=r  
bqa ⋅−=⇒ )(  

• Ist 0>r  

brrbqrbbq
rbqa

<<+=−+−−=
−−=⇒

''' 0,)()1(
)(

 

 
Fall 3: a beliebig, 0<b  

Behauptungrbq

rbqa
Fall

⇒+⋅−=

+−=⇒
+

)(

)(
21      

 
Eindeutigkeit 
Sei 2211 rbqrbqa +⋅=+⋅=   brr <≤ 21,0  

2121

122121

212121

)()(,0
.).(),()(0

rrqq
bqqrrbrr

rrEorrbqq

=⇒=⇒
−=−<−≤
≥−+−=⇒

     

 
q.e.d. 
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(1.4) Definition Primzahlen 
 
Eine Zahl ∈p Z heißt Primzahl wenn gilt 

(1) 1,0,1−≠p  
(2) Die einzigen Teiler von p sind pp ,1,1,−−  

z.B. –2,2,-3,3,-5,5 
 
 

(1.5) Satz 
 
Sei ∈n Z, 1,0,1−≠n  
Dann ist n ein Produkt von Primzahlen 
 
Beweis: 
o.E. sei ∈n N, 2≥n  
Induktion über n 
n=2 ist prim. 
Der Satz gelte für alle nn ≤'  
Betrachte n+1: 
 
1.Fall: 1+n  ist prim ⇒  Satz gilt für 1+n  
2.Fall: 1+n  nicht prim ⇒  2, ≥∃ ed  mit edn ⋅=+1  

 

primqqqe

primpppd
nend

ks

krVI

,...

,...
1,1

1

1..

⋅⋅=∃⇒

⋅⋅=∃⇒
+<+<⇒

 

 
Von nun an betrachten wir nur natürlich
 
 

(1.6) Definition g
 
Seien ∈ba, N +  

∈d N + heißt größter gemeinsamer Te
(a) ad |  und bd |  
(b) Ist ∈e  N + mit ae |  und be |

de |⇒  
 
 

 
Seien ∈ba, N +  Dann existiert ,(ggT ba
 
 
 
 

⇒⋅⋅⋅⋅⋅=+ sr qqppn ......1 11
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e Zahlen. 

rößter gemeinsamer Teiler 

iler, ggT von ba, , wenn gilt 

 

(1.7) Satz 

)  

Behauptung      q.e.d.
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Beweis: 
Sei o.E. ba ≥  
 
Induktion über a 
I.A. 11 =⇒= ba   1)1,1(ggT =  
I.V. Satz gelte aa ≤∀ '  
I.S. Betrachte 1+a  und 1+≤ ab  

Fall 1: ⇒+1| ab  ggT bba =+ ),1(  
Fall 2: 1| +/ ab  
 rbqarq +⋅=+∃ 1:,   , br <<0  

  Behauptung: c ist gemeinsamer Teiler von ba ,1+  
   ⇔ c ist gemeinsamer Teiler von rb,  

  Sei { { rcyqcxabcac
ba

+⋅⋅=⋅=+⇒+
+1

1|,1|  

  rc |⇒  da )( qyxcr −=  
  Sei rc |  und bc |   1| +⇒ ac  ),(ggT rb∃   

Dieser ist auch ),1(ggT ba +   ⇒Behauptung    q.e.d. 
 
 

(1.8) Der Euklidische Algorithmus 
 
Sei baaa == :,: 10  
Seien 'na  definiert für nn ≤'  
Falls 1| −nn aa  so sei 1+na  nicht definiert 
Falls 1| −/ nn aa  so sei 1+na  definiert durch 
 11 +− +⋅= nnn aaqa , wobei nn aa << +10  
 
Die Folge ist endlich, da spätestens für 1=na  der Fall 1 eintritt 

1132

2110

|wobei),(ggT)...,(ggT
),(ggT),(ggT),(ggT

−−=⇒
==⇒

nnnn aaaaaa
aaaaba

 

 
Beispiel: 
   830 =a  771 =a  
 

5|11516
561277
677183

+⋅=
+⋅=
+⋅=

 

 
 

(1.9) Lemma von Bezout 
 
Seien ∈ba, N +  
 

∈∃⇒ BA, Z mit bBaAba ⋅+⋅=),(ggT  
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Beweis: 
Seien nabaaa ,..., 10 ==  die Reste des Euklidischen Algorithmus 
Es gibt Zahlen ,...,,...,, 2121 BBAA  so dass bBaAa kkk +=  
 
I.A. Dies gilt für k=1 
 101 10 aaa ⋅+⋅=  
I.V. bBaAa kkk +=  
I.S. falls nk <  

 
Behauptung)()(

)(

111

111

11

⇒=−+⋅−⇒
++=+⇒

+=⇒

+−−

+−−

+−

kkkkk

kkkkkk

kkkk

abqBBaqAA
abBaAqbBaA

aaqa
   

 
 

(1.10) Lemma von Euklid 
 
Sei p eine Primzahl und ∈ba, N +  
Falls bpoderapbap ||| ⇒⋅  
 
Beweis: 
Angenommen ap |/  und bp |/  
Dann gilt: 1),(ggT1),(ggT == bpap  

∈∃⇒ DCBA ,,,
)9.1(

Z 

DbCpBaAp +=+= 1,1  

BDabBCapADbpAcp
DbCpBaAp

+++=
++=⇒

²
))((1  

 
Sei pxab = : 
 pBDxBCaADbACp ⋅+++=⇒ )(1  " 

 ⇒  Behauptung     q.e.d. 
 
 

(1.11) Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie 
 
Jede natürliche Zahl 2≥n  ist eindeutig ein Produkt von Primzahlen. 
 
Beweis: 

• Existenz: (1.5) 
• Eindeutigkeit: 

Sei sr qqppn ⋅⋅=⋅⋅= ...... 11  

sr qqppp ≤≤≤≤≤ ...,... 121  
Sei sr qp ≤  
Wäre rkpqqp kssr ≤≤/⇒< 1|  

nppq rs =⋅⋅/⇒ ...| 1)10.1(
 " 

q.e.d.
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rs pq =⇒  

1111 ...... −− ⋅⋅=⋅⋅= sr
s

qqpp
q
n  

kkVI
qpsr ==⇒

..
  ⇒  Behauptung   q.e.d. 

 
 

(1.12) Satz 
 
Sei M Menge, für Mx ∈ sei A(x) Aussage 

)(xA  gilt für fast alle Mx ∈ (f.f.a.) 
)(: xA⇔  gilt höchstens für endlich viele x nicht 

 
Beispiele: 
(a) Sei ∈C N Cx >⇒  f.f.a. ∈x N 
(b) Sei ( ) Nnna ∈  eine Familie von Zahlen mit 1=na  f.f.a. n 

1:: 00 =≥∀∃⇒ nannn  

∏ ∏
∈ =

=
Nn

n

k
kn aa

0

1

:  

(c) Sei P die Menge der Primzahlen 
⇒  Jede Zahl ∈n N + hat eine eindeutige Darstellung 

∏
∈

==
Pp

p
n npn p 0)(,)( νν  f.f.a. Pp ∈  

 
7²3²2252 ⋅⋅=  

 

1)252(
2)252(
2)252(

7

3

2

=
=
=

ν
ν
ν

   7,3,20)252( ≠= ppν  

 
 

(1.14) Satz 
 
(a) Seien ∈ba, N + . Dann gilt 

Ppbaba pp ∈∀≤⇔ )()(| νν  
(b) Sei ),( baggTd = . Dann gilt: 

))(),(min()( bad ppp ννν =  
 

Beispiel: 

²3²236
3248 4

⋅=
⋅=   13²2ggT ⋅=   (immer die kleinste Hochzahl) 

 
 
 
 



WS 2001/02  Mathematik für Informatiker – Lineare Algebra 

  Seite - 8 - 

 
Beweis: 
• (a) folgt aus (1.11) 
• Sei ∏

∈

=
Pp

ba pppd ))(),(min(' νν  

ad |'  und bd |'  
Sei e gemeinsamer Teiler von ba,  

Behauptung),(ggT'
'|

)'())(),(min()(

)()(,)()(

⇒=⇒
⇒

=≤⇒

∈∀≤≤⇒

bad
de

dbae
Ppbeae

pppp

pppp

νννν
νννν

 

 
 

(1.13) Definition 
 
Seien ∈ba, N +  

∈m  N +  heißt kleinstes gemeinsames Vielfaches von ba,  ),(kgV ba , wenn gilt: 
(a) ma |  und mb |  
(b) Ist n ein gemeinsames Vielfaches von ba, , so gilt nm |  
 

∏
∈

=
Pp

appa )(ν  

∏
∈

=
Pp

ba pppba ))(),(max(),(kgV νν  

),(ggT
),(kgV

ba
baba ⋅=  

))(),(min()()())(),(max(
)()()(

bababa
baba

pppppp

ppp

νννννν
ννν

−+=
+=⋅

 

 
 

(1.15) Satz (Euklid) 
 
Es gibt unendlich viele Primzahlen. 
 
Beweis: 
Behauptung: Sei { }npp ,...1  eine endliche Menge von Primzahlen. Dann existiert eine Primzahl 

{ }nppq ,...1∉  
 

Sei 1:
1

+






= ∏
=

n

k
kpa  und rqqa ⋅⋅= ...1  die Primfaktorzerlegung 

{ } ⇒∉⇒≤≤∀/ nk ppqnkap ,...1| 11 Behauptung  q.e.d. 
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(1.16) Lemma 
 
Sei ∈n Z, 1,0,1−≠n  
Definiere Relation auf Z 
 baba −⇔:~  ist durch n teilbar 
~ ist eine Äquivalenzrelation. 
 
Beweis: 
(r) 0:~ =− aaaa  ist durch n teilbar 
(s) ababnbanba ~||~ ⇒−⇒−⇒  
(t) cacancbnbancbba ~||,|~,~ ⇒−⇒−−⇒   q.e.d. 
 

baba ,~ ⇔  lassen bei Division durch n den selben Rest 
 11 rnqa +⋅=   o.E. 21 rr ≤  
 22 rnqb +⋅=   )()( 1212 rrnqqab −+−=−  
 
 

(1.17) Lemma 
 
Sei '~,'~ bbaa  
Dann gilt: ''~ baba ++  
  ''~ baba ⋅⋅  
 
Beweis: 

∈⋅+=⋅+= BAnBbbnAaa ,,',' Z geeignet 
nBAbaBnAnbaba )('' +++=+++=+  

nABnbAaBabABnbAnaBnabBnbAnaba )(²))(('' +++=+++=++=⋅  
q.e.d. 
 
Sei [ ] aa =  die Äquivalenzklasse von a 
 
 

(1.18) Korollar 
 

Durch [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]baba

baba
⋅=⋅
+=+

:
:  ist eine Addition und eine Multiplikation auf den Äquiva

wohldefiniert. 
 
Es gelten die Gesetze I-III in (1.1) 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] )()( cbacba ++=++  usw. 
 
Die Menge der Äquivalenzklassen (Restklassen): n⋅Z

Z  (Z modulo Z n⋅ ) 

 
nbaba mod~ ≡=  (a kongruent b modulo n) 

 

baba ++ ~''
Seite - 9 - 

lenzklassen  

baba ⋅⋅ ~''
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(1.19) Beispiel 
 

12=n   { }11,...,1,012 =⋅Z
Z  

 

01226
115

85687
11367

5001000

==⋅
==

==⋅
==+

 

 
 

(1.20) Satz 
 
Sei 1),(ggT =an  

Dann existiert nb ⋅∈ Z
Z  so dass 1=⋅ba  

 
Beweis: 
Nach dem Lemma von Bezout ∈∃ BA, Z mit 
 BaAn +=1  
⇒  ⇒⋅=⇒⋅+⋅= aBaBnA 1)17.1(1 Behauptung  q.e.d. 
 
 

i.A. ist 1−a  nicht definiert 
 
 

aa
aa

−=−
=−+

:)(
0)(  

 
Sei 1),(ggT =na  

bxa =⇒  hat genau eine Lösung 

 bax ⋅=
−1

 
 
 

(1.21) Anwendungen 
 

410 104³101²10210710141271 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= mod 3 
3mod110 ≡  

3mod141112171141271 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅≡  
 
 
3-Probe: Jede Dezimalzahl ist mod 3 kongruent zu ihrer Quersumme. 
 
9-Probe: 9mod110 ≡  
 ⇒ Jede Dezimalzahl ist kongruent zu ihrer Quersumme mod 9 
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11-Probe: 11mod110 −≡  
  11mod)1(10 nn −≡  
 
 1014127141271 ≡−=+−+−=  
 ⇒ Jede Dezimalzahl ist kongruent zu ihrer alternierenden Quersumme mod 11 
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