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84 Die natirlichen Zahlen und vollstandige
| nduktion

N={012,.} Die Menge der natiirlichen Zahlen
N,={12.}

Zu a,bON sind a+b und a—-b wohldefiniert.

(4.1) Tatsache

Ausgehend von 0 durchl&uft man durch fortgesetzte Addition von 1 sémtliche natirlichen
Zahlen.
Hierauf beruht das:

(4.2) Induktionsprinzip

Sei fur nON A(n) eine Aussage. Angenommen, man kann zeigen

(@ A(0)ist wahr
(b) Wenn A(n)wahr ist fir irgendein n > 0dannist A(n+1) wahr.

Dannist A(n)wahr fur ale nON

Erlauterung:

A(0) ist wahr €)
= Al wahr

(b)n=0

= A(2) wahr

(b)n=1

(a) heifld I nduktionsanfang (1.A.)
A(n) helldt Induktionsvoraussetzung (1.V.)

(b) heil3t I nduktionsschluss (1.S.)
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(4.3) Beispiele
(1) Sei A(n) die Aussage: Esgilt dieGleichung: 0+1+2+...+n :_n(n+1)
LA. n=0 OI% v
2
LV. Angenommen, fir ein n gilt:
0+1+2+..+n="0*D
LS. 0+1+2+..+n+(n+1)
_n(n+1) +(n+1)
V. 2
= n(n+1);2(n+1) = —(n+2)2(n+1) = A(n+1) wahr

(2) Sei qUR, q#10

Dann gilt 1+q1+q2+...+q”=1_0|
1-q
_nl
LLA. n=0 q°:1:1 -1
1_
_ ntl
LLV. Sei1+...+q“=1 9
1-q
LS. @+..+q")+g™
—_htl _ ~n¥l n+l _ . n+2
S22 129 %A 20 pehaptung
v 1-q 1-q
(3) Sei A={1,...n}
Dann hat A genau 2" verschiedene Teilmengen
LA. n=0 A=Q@ P(@)={ D}, leere Menge hat 1= 2° Teilmengen v
LV. {1....,} habe 2" Teilmengen
LS. Teilmengenvon {1,...,.n,n+3

|.V.= Esgibt 2" Teilmengen von {1,...,n+3 , die n+1 nicht enthalten
Esgibt2" Teilmengen von {1....,n+3 , die n+1 enthalten

Esgibt 2[2" = 2" Teilmengenvon {L..,n+3} <«
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(4.4) Varianten

(& Sei n,ON, A(n) Aussagen fur n=n,

LA. A(n,) ist wahr
LV. Sel fur n=n, A(n) wahr
LS. dannist A(n+1) wahr

Dannist A(n) wahr On = n,

(b) Man kannin |.V. annehmen

l.V. A(K) sei wahr OOk <n

l.S. = A(n+1) ist wahr ImFall (a):  A(k) wahr fur ny<k<n

(4.5) Definition durch Induktion

Man will ale Zahlen a, definieren fir n= 0

LA. Mandefiniert a,

l.V. Sei a, definiert fireinn

|.S. Definiere a,,,

Dannist a, definiert fur ale nON

Beispidle:
1) a"=al....[&
n-mal
a’=
a" sei definiert
a"t=a"la
2) Seien a,...,a, Ya =g t..ta,
k=0
LA. Ya =a firn=0
k=0
n+1 n
LS. D= ) A+,
k=0 k=0
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3) !jak::a0 fir n=0

n+1 n
Hak: (Hakjmm
4) a,=1,a-=1
Sel a, definiert fir n>1
G = 8 T8
1,1,2,358,13,... , Fibonacci-Folge"

5) Definiere Teilmengen von N

A, =N

A., ={2x+3:x0A}
A ={3579,.}
A, ={91317,21.}

6) Fakultat n! nN=120.0h ,n=>1
0:=1
(n+D)L=nll(h+1)

(4.6) Satz

Sei A =1{1..1

Dann gibt es genau n! bijektive Abbildungen von A auf sich
=nl Vertauschungen der Elementevon {L...,r}

ILA.: Esgibt eine bijektive Abbildung von {} auf sich
Sei die Aussage wahr fur A,

Esgibt nach I.V. n! bijektive Abbildungen von{l,...,n+3} welche n+1 auf n+1 abbilden.
Es gibt dann auch n! bijektive Abbildungen von{L....n+3} , welche n+1 auf k abbilden.
1<k<n

Zusammen gibt esalso nl+n = (n+1) bijektive Abbildungen von {1,...,n+3} auf sich.

(4.7) Satz

Seen 0<k<ninN
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Es gibt genau

n tber k* N M ementige Teilmengen von {L...,1}
) k)" K(n-Kk)!
1.Beweis:

Wahle Anordnung (a,....,8,,8,,,,-a,) von 1,...,n und nehme a,,...,a,
[h! Anordnungen

Vertauschungen innerhalb des ersten Blocks und innerhalb des zweiten Blocks fhren zur
selben Teillmenge.

= Jede Teilmenge kommt bel nl Anordnungen genau k! (n— k)! mal vor
n

[———— k-elementige Teilmenge
kl(n-k)!
2.Beweis:
Sei A(n) die Aussage,, Der Satz gilt fir nund alle k*
A(D: k=0 1Telmenge n_(1 _1
k=1 1Telmenge 0 1 v
Sei A(n) wahr
+1 +1
Der Satz gilt fur k =0, k=n+1,da(n j:(n jzl
0 n+1
Seil<k<n+1

n
Es gibt (k] Teilmengen, die n+1 nicht enthalten, 1.V.

Esgibt (kn J Teilmengen, die n+1 enthalten

= Esgibt (E}{kr—]lj k-elementige Teilmengen von {L...,n+]}
n n nl n!
+ = +

(k} (k—l} kKi(in-k)! (k-D!(n-k+1)!

_ n(n-k+1) +nlk _ ni(n+1)
kKl(n-k +1)! kK'(n+1-k)!
n+1

= ( « j = Behauptung g.ed.
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(4.8) Das Pascalsche Dreieck

RN

Nomenklatur:

(EJ . Binomialkoeffizient
1
/ \
71
/ N\ / \
1 5 1
/N /N /\
1 3 3 1
/o /N NN

HS P T I

Pascal sches Dr eieck

= S X 5 O S
1
VRN
>
=
~—

(4.9) Binomischer Lehrsatz

Seien a,b[0R, n>1
Dann gilt:

(a+b) = Z@ ab™

k=0

Beweis:

Induktion Uber n

e[

Gedltedie Formel fir n
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nn
(a+b)™*  =(a+b)"(a+b) = (Z(kja"b“‘kj(a+ b)
k=0
z n k+1p.n—k 5 n Kpsn—k+1
= a“p" + a‘b
k-3
n n+1 C n kjyn—k+1 (N Kpqn—k+1 n+1 n+1
= @+ a‘b + a‘b + b
o g {0

n+1 an+1_'_i n + n akbn—k+1+ n+1 bn+l
n+1 =\(k-1 k 0

(4.10) Korollar

Beweis Sela=b=1
a+1)" = Z@
(4.10.1)
Esqilt:

a.n+1 _ bn+1 - (a _ b)zak [bn—k

k=0

(4.11) Satz

Sei NON, nON,

) N+n-1
Esglbt( 1 JEIemente (a,.,a,) ON"

n_

mit > a =N
k=1
Bewels.

Betrachte {1,2,3,...,N +n-3
wahle m,,...,m__, Of1,...,N+n-3
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Interpretiere diese as Schranken. Es gibt dann n Blécke.
Sel a, die Anzahl der Elemente des k-ten Blocks

:Zn:ak =N
k=1

— Esgibt soviele((a,,...,a,) wie es n—1-elementige Teilmengen gibt.

Beispiele

N=10  n=5
1 23 456 7 b9 10 1 12 13 14 itz
(32023)
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