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§3 Relationen

Sei A eine nichtleere Menge

(3.1) Definition Relation

Eine Relation auf Aist eine Teilmenge R [ AXA:{(x,y) | xDA,yDA} :
Man schreibt xRy statt (x,y) OR

(3.2) Aquivalenzr elationen

Definition:
Eine Relation RO Ax A auf A heil

(@) reflexiv wenn xRx gilt OxO A
(b) symmetrisch wenn Ox,yOA @ XRy « YRX
(c) transitiv wenn aus xRy und yRz stets xRz folgt

(3.3) Definition Aquivalenzrelation

RO Ax A heilt Aquivalenzrelation wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

X~y statt xRy
(3.4) Beispiele
(1) A=N , X~Yy:= xundy gerade
oder x und y ungerade

(n X~X v

(9 X~Yy=>Yy~X v

(® X~Y,y~Z=>X~2 v
(2) A=R X~Yie Xx—yOZ

() X~x,dax-x=002Z
(9 X~y e y~x,dax-ylZ - y-x0Z
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) X~y,y~z=>x-ylZ y-z20Z = x-y+y-z0Z
= X~ 2
Q) Sel AL B x~y:= f(X)=f(y)

(n x~x,da f(x)=f(x)
(8 x~y,daf(x)=1(y) = f(y)=1(x
() X~y~z f)=1f(=12=1(x)=1(2)

(4) x~y o x=y
(6) x~y 0Oxy

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A
Fur xOA sei A ={uDA:u~%

(3.5) Satz

(1) x~y,s0ist A = A
(2 It xty,s0ist AnA =0

Bewels:
(1) SeiuDA =u~x,und x~y
U~y

=>ullA = AUA
A O A genauso = (1)
(2) Angenommen A, n A 20
=>MOANA
=S u~xundu-~y

=> X~y M ZU Xty
(s)(®)

Die Menge A heif3t Aguivalenzklasse von x
[{.x [ =[y] wenn x~y

(3.6) Partitionen

Definition:  Eine Menge A von nichtleeren Teilmengen von A heildt Partition von A wenn
gilt:
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€ UA‘=A

(b) AnA =0 OA,A'OA mit AzA

12

(3.7) Satz

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Dann ist die Menge der Aquivalenzklassen eine Partition
von A.

Sel A eine Partition von A. Dann ist
X~y:= DAOAMt x,yOdA
Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklassen sind genau die Elemente von A.
Bewels:
"=" folgt aus (3.5)
"O" Trangtivitdt: Sei x~y und y ~ X
=AOA:x,yOA und CA OA:yzOA
=>yOANA = A=A = x~z

Die letzte Aussage folgt aus der Definition von ~ .

(3.8) Beispiele

(3.4)
1) N=[0] O[] , [0] ={2n:nON}
[1] :{2n+1: nDN}

QR x~y = x-ylZ

| | | > _
-1 0 1

Die Restklassen kann man sich auch vorstellen as Punkte eines Kreises vom Umfang 1, die
Abbildung X — [x] als Aufwickeln der Gerade auf den Kreis.
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(3) AL B x~y < f(x)=1(y)

Die Menge der Aquivalenzklassen identifiziert sich kanonisch mit dem Bild (f).

[« f09

(3.9) Ordnungsr elationen

Se AzQ

Definition:
Eine Relation < heil Ordnungsrelation (Ordnung) auf A, wenn gilt:

(@ <istreflexiv,d.h. x<xOxOA
(b) <isttransitiv,d.h.x<y,y<z = x<z2
(c) aus x<yund y < x =>XxX=y

Eine Ordnung heil3 total, wenn stets x < yoder y < xgilt Ox,y [0 A

(3.10) Beispiele

(1) <aufN,Z Q,R
ist Totalordnung auf N, ..., R
(2) Sei M eineMenge, A=P(M)
Definiere Relation < M,;sM,:= M, M,

P(M)OM, OM, M, OM,O0M, =M, OM,
M, OM,und M, OM, =M, =M,

M ={123 123
{1,2}/ {1‘,3} \{2,3}
{1 {2 {L}
@

X,y A heilen vergleichbar := x< yoder y<x

Seite- 4 -




WS 2001/02 Mathematik fr Informatiker | - Grundlagen

3 {a, b,c,...,z} ist total geordnet

ebenso die Stichworter in eéinem Lexikon
X2 Yyie Yy<X

(3.11) Definition gr 63tes, maximales Element

Sel (A, <) einegeordnete Menge. a, L A heifd
(a) groltes Element in A, wenn a, =2 alall A

(b) maximales Element, wenn a, = a fur alea, diemit a, vergleichbar sind.

Beispiele:
« A=PM) M ={123 ist {123 groftesElement
. A=PM)\{M}
= {1,3{ 1}, 23 sind maximale Elemente, es gibt kein groftes Element.

(3.12) Satz

Ist &, grofdtes Element = a, ist maximal. Es gibt hochstens ein grofites Element.
Ist A total geordnet, soist a, grofdtes Element < a, maximal.

z.B. R hat kein maximales Element.

Beispiel:

{g} 4
\__0 R O{o}

0=x [Ox<O0

O, x nicht vergleichbar fir x >0
0 ist maximal, kein grofétes Element.

Analog: kleinstes und minimales Element

(3.13) Satz

Seien (A <), (B,<) geordnetund AL B eine Abbildung.

f heil3t monoton steigend, wennaus x < y stets f(x) < f(y) folgt.
f heil3t monoton fallend, wennaus x< y stets f(x) > f(y) folgt.
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