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§2 Mengen und Abbildungen

(2.1) Mengen

LDefinition (G.Cantor) Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten und
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung und unseren Denkens zu einem Ganzen.

Erklirung:

1. bestimmt: von jedem Objekt steht fest, ob es zur Menge gehort oder nicht
2. wohlunterschieden: wenn a=b, dann Menge {a,d ={ &

3. Objekte: Elemente xOA xXOA

4. Bezeichnung:  {.}

5. DieMengealler Mengen ist nicht erlaubt!

Beispiele:

(1) D leereMenge  hat kein Element

2 A={L0-13

Angabe durch Aufzadhlen der Elemente
(3) A={xOR:x2=1}
A={x0Z: xist Primzahl}
Definition durch charakteristische Eigenschaften

4) A={@} hat 1 Element
A={@, {D}} hat 2 Elemente
A={@,{2},{{D}}} ha 3 Elemente
(5) N={0123.} Natiirliche Zahlen, hat unendlich viele Elemente

6) z={..-2-1012.}  ganzeZahlen
(7)Q:{%:a,bDZ,b¢O}

(8) Die Menge der wohlschmeckenden Speisen
ist keine Menge, da wohlschmeckend nicht eindeutig definiert ist

(9) Die Menge der Sterne, die keine Planeten haben
ist eine Menge, dafeststeht ob ein Stern dazugehdrt oder nicht, auch wenn man es
(noch) nicht entscheiden kann.

(10) RreelleZahlen

(11 {xOr:x2=1={1-}

(2.2) Teilmengen
Seien A, B Mengen
Definition: AODB »Aist eine Teilmenge von B

e OxOA : xOB
Auch: Bumfasst A, BO A
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AllB:= AOBund AZB

Beispiele:
(1) AMenge = @A

(2 AOBund BO A - A=B
(3 ADBund BOC = AOC
4 Seé xOA = {§0OA

Definition: Sei A eine Menge
Die Menge aller Tellmengen von A heifdt die Potenzmenge von A, P(A)

Beispiele:
(1) A=0,P (9 ={d}

2 A={od . P(A) ={2{ B}, b1}

Sei A eineMenge, = ALP(A)

Im Allgemeinen ist P(A) nicht explizit beschreibbar, z.B. P(N).

(2.3) Operation mit Mengen

* Seien A B Mengen

AnB:= {X :xOAund xO B} Durchschnitt
AOB:={x:x0Aoder xOB Vereinigung
A\B:={x:xOA undx OB Differenz aus A und B

Beispiel:
A={0123 B={23453

AnB={23
AOB={0123453
A\B ={0,3
« Se AOB
CA:= {X: xOBund xO A} Komplement von A in B
oft genauer: C BA

oft kiirzer : A

* Seien A, B beliebige Mengen
AXB::{(x,y) xOAyO B}
wobei (x,y) das geordnete Paar bezeichnet
kartesisches Produkt von A und B
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(2.4) Veranschaulichung von Mengen

An B

AUB

A\B

0 C

Offenbar gelten:
(& AnB=BnA
() ADDB=BOA
(c) AnBOA
(d AOBOA
(e) Sei AOB
AnA=0Q
AOA=B

(2.5) Beispiel fiir den Beweis der Gleichheit von Mengen

Satz: Seien A,B Mengen. Dann gilt:
An(B\C)=(AnB)\(AnC)

Beweis: Sei xOANn (B\C)
= xOA und xOB\C
= XOA und xOB und xOC
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= xOAnB und xOANnC,daxC
xO(An B)\(AnC)
= An(B\C)O(AnB)\(AnC)

U

xO(An B)\(AnC)

XxOANnB und xOANnC

xOA und xOB und x0OC,daxA

xOA und xOB\C

xOAn (B\C)

(AnB)\(AnC)O AN (B\C) qed.

A

Seien Aq, Ay, ..., Ay Mengen

. ﬁA( ={x:xOA firlsks<n
. Opk ={x: k:x0O A}
. ﬁA( {(x1 Xy yeens xn):kaA} direktes Produkt

(2.6) Abbildungen

Definition: Seien A,B Mengen. Eine Abbildung von A nach B ist eine Vorschrift f, die
angibt, wie jedem Element x einer Menge A eindeutig ein Element y der Menge B zugeordnet
wird. Diese wird mit f(X) bezeichnet.

AL B

X f(X)

A haldt Definitionsbereich von f.
B heifdt Bildbereich von f.

Zwei Abbildungensindgleich AL, B , A2 B
wenn f(x) = g(x) ist fur alle x O A

Fur x O A helf3t f(x) das Bild von x unter f.
Beispiele:
A=B=R

(1) R4 R

X f(X) = x2
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ist keine Abbildung, daf(0) nicht definiert ist

ist eine Abbildung

ist keine Abbildung

0
ist keine Abbildung, da 0 +— {2

Betrag

heit Einschrinkung vonfauf A f|A

(2) RE R
x2 fallsx>0
H
0, fallsx<0
©) ROE R
X —
X
(4) R\{0} (I} R
1
X —
X
(5) RE R
1 falls xOQ
H
0 falls x0Q
(6) ROE R
X+ loder -1
(7) R4 R
x fallsx<0
x+2 fallsx=0
(8) ROZL R
, x>0
XH|X|:{”
-X,X<0
(9) M ={123453
A=P(M)
AL z
P~ Anzahl seiner Elemente
(10) Sei A eine Menge
A0t z
X > X
(11)  Sei A4, BAbbildungg, A OA
AOM B
X f(X)
Achtung:

it o1z

X=X

{o3 o {of

X X

(2.7) Kompositionen

Definition:

Die Abbildung

A4 BIOI® C

Seien Al B,BX C Abbildungen

x = () g(f(x)
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h heif3t die Komposition von f und g
h=gof  Also: (gof)x)=g(f(x)

Beispiel:

(1) RL R | RIZ R
X X2 X x2-2
gof(x) = (xf-2 = x*-2

X' —4x2+4

fog() = (-2

(2.8) Regeln fiir Kompositionen

Satz: Seien AL BIE CO& D Abbildungen
Dann gilt:

ho(go f):(hog)of

Beweis: Sa xOA,dannist

(ho(ge 1)) =h((ge f)(x)
h(g(f (x)))
E o g)(f(x)

(hog)o f)(X) = Behauptung ged.

Wir schreiben ho go f

Al B

. ig Wenn go f =vou
so spricht man von einem kommutativen Diagramm
DI® C

f(x)
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(2.9) Der Graph

Definition: Sel AL, B. DieTeilmenge
r(f)={(x, f(x)):x0A O AxB
heif3 der Graph von f

(2.10) Das Bild

Definition: Sei A A , AL B Abbildung
f(A):={f(0:x0A} OB
heilt Bild von A unter f
f(A) heif}t das Bild von f
Bemerkung: Sei x(OA. Danngilt f({x})={f(x}

Beispiel:
R R

X X2

Bild(f)={yOR:y>0 =R;

Se xOR = x220
= Bild(f) Of{y:y=¢

Se zO{y:y=¢ zu zeigen X DR mit x2 = z

x=+z eflllt x2=1z
= Bild(f) O(y=0)

, f(x) = x?

f(02)=[04
f(-22)=[o4
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(2.11) Das Urbild

Definition: Sei B 0B
(B :={x0A: f(x OB}
heif}t das Urbild von B unter f

Al B
ul
5

Se yOB Sttt f*({y}) schreibt man f(y)
xOfYB) - f(x)OB

Beispiele:

e f(X)=x2
@) ={-13
e« R4 R

X X°=3x2+2x-10

f (0) ist die Losungsmenge der Gleichung x°> —3x2+2x-10=0

(2.12) Lemma

Seien A, BF C Abbildungen. Sei C' O C. Dann gilt:

(g- f)*C) = (o))
Beweis: Esgilt
xO(go f)H(C) xO A
= (ge f)OC
= g(f(x)oc
- f(x)0g™(C)

- x0f%g™*(C)) = Behapung  ded

Beispiel:  Ist yOIBnichtinf(A)=Bild (f), so gilt:
fi(y)=0
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(2.13) Satz

Sei A, B eine Abbildung. Sei B,,B, 0 B. Dann gilt:
@ f*(B,nB,)=f"B)n f*(B,)

(b) f*(B,0B,)=f*(B)0Of™(B,)

(9 7€ °B)=C *f(B)

(2.14) Definition injektiv, surjektiv, bijektiv

Definition: Sei ADL B eineAbbildung.

(@ f heiftinjektiv = abOAmtazbglt f(a)# f(b)
(b) f heifdt surjektiv :— ObOBCRO Amit f(a)=b
() f heifkt bijektiv = ObOBOal Amit f(a)=b

(2.15) Satz

(@) fistsurjektiv <« f(A) =B
- ObOB: f(b)z@
(b) fist bijektiv < fistinjektiv und surjektiv

Beweis:
(@) istklar
(b) Sei fbijektivundsei a#b in A mit f(a) = f(b)
= f(a) hataundb asUrbild Widerspruch zur Bijektivitét ()
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= finjektiv g.ed.

Sei finjektiv und surjektiv
fsurjektiv = (b [0 B existiert ein Urbildvonbin A

finjektiv = fir b0 B existiert hchstens ein Urbild in A } Hurbild

(2.16) Kanonische Injektion

Seé AOA

AOBE A
X X

= kanonische Injektion von A in A

(2.17) Beispiel

Se A0, B einebijektive Abbildung
= OyOB:OxOA mit f(X) =y

Definiere Abbildungen
BO¥ A

Yy X
wobel f(x) =y

Diesist eine wohl definierte Abbildung!

Esqilt:
geo f(x) =9g(f(x)=x , XOA
fog(y)=f(a(y) =y
Also:
(2.17.1) Identitat
of =id,
fog=id;

(2.18) Umkehrabbildung

Definition: g heil’t die Umkehrabbildung (inverse Abbildung) von f, Bezeichnung f ™

Bemerkung: Sei B 00 B undf bijektiv
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Dann bezeichnet f ™(B’) sowohl das Urbild unter f von B’ als auch das Bild
von B unter f.

Beide Definitionen fuhren auf dieselbe Menge [ A.

(2.20) Satz

(@ Sa AL B bijektiv
Damnist f* bijektiv. Esgilt: ()" = f

(b) Seien A[T]. BIIE C bijektiv
Dannist go f bijektiv und esgilt: (go f)* = f og™

Begriffserliuterung:

Hauptsatz = Theorem
Satz

Hilfssatz = Lemma (ta)
Folgerung = Korollar

(2.19) Lemma
Se A0, B bijektivund B A aquivalent
(@ h=f"
(b) foh=id,
Beweis:
"(a) = (b)" fof?=id; (nach217.1)
"(b) = (a)" Sei yOB, h(y) und f™(y) erfiillen die Gleichung

foh(y)=y, f(f(y) =y = h(y)=17(y),dafinjektiv

Beweis von (2.20):
Zu a)
Sa xOA
= f(f(x) =x = f*istsurjektiv

Seeny,y, 0B , Yy, #Y,
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= f7(y)) 2 £7(y,) , da
FET) =y = Y, = f(f7(y)) = 7 injektiv

Da f*o f =id,, folgtaus (2.19) ()" = f
Al BO? C
Zu b)
Se zOC

Dag surjektiv = [y 0B mit g(y) =z

Daf surjektiv = [XOA mit f(X) =y
=g(f(xX)) =z = geof surjektiv

Sel X £ X, inA

Dafinjektiv = f(x) # f(x,)

Daginjektiv = g(f (x)) # g(f (x,))

= go f injektiv
(gof)ofog™ = go(fefTog™
goidgog™
o -1 = i ed
geg  =id. (ffg) Behauptung q
Beispiel:
A=B={123453

1 2 3 4 5
f N
2 4 5 1 3

bijektive Abbildung von A insich < Vertauschung der Elemente von A
=*Permutation von A*

1 2 3 4 5
£ N
4 1 5 2 3

(2.21) Funktionen

Sel A eine Menge

Definition: ~Abbildungenvon AL, R, Q,Z (, = oder)
heiRen Funktionen.
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Seien A[1d, R, AI2 R Funktionen

f+g X f(x)+9(x)
f-g X f(X)—g(x)
f [g x> f(X)[g(X)
f-f A-R Nullfunktion
0: X— 0
(2.22) Familien

Beispiel: ~ Telefonnummer: 411142  {41114,3 {12}

Diesist zu unterscheiden von der Menge der Ziffern.
Dies geschieht durch Einfuhrung einer Indexmenge
Indexmenge | ={1,2,34,5,6

1 2 3 4 5 6
Pl 1l
4 1 1 1 4 2

Die obige Nummer ist dann die Abbildung

Definition: Sei | eine Indexmenge, A eine Menge.
Eine Familie in A mit Indexmenge | ist eine Abbildung

| 1% A

sat gi) - (8, , Ansammlung von Elementen von A"

Z'B' (¢I )lSiSG
Beispiel: Sei (A)_, eineFamilievon Mengen (Veralgemeinerungvon A,...,A)

NA ={x:x0ADIO1}

iol

UA={x:001:x04}

iol
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