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§2 Mengen und Abbildungen 
 

(2.1) Mengen 
 
�Definition� (G.Cantor) Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten und 
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung und unseren Denkens zu einem Ganzen. 
 
Erklärung: 
1. bestimmt: von jedem Objekt steht fest, ob es zur Menge gehört oder nicht 
2. wohlunterschieden: wenn ba = , dann Menge { } { }aba =,  
3. Objekte: Elemente AxAx ∉∈ ,  
4. Bezeichnung: { }...  
5. Die Menge aller Mengen ist nicht erlaubt! 
 
Beispiele: 
(1) Ø leere Menge hat kein Element 
(2) { }2,1,0,1 −=A  

Angabe durch Aufzählen der Elemente 
(3) { ∈= xA R }1²: =x  

{ ∈= xA Z }Primzahlist: x  
Definition durch charakteristische Eigenschaften 

(4)  A = {Ø}   hat 1 Element 
 A = {Ø, {Ø}}  hat 2 Elemente 
 A = {Ø, {Ø}, {{Ø}} } hat 3 Elemente 

(5)  N { },...3,2,1,0=   Natürliche Zahlen, hat unendlich viele Elemente 
(6)  Z { },...2,1,0,1,2..., −−=  ganze Zahlen 

(7) Q






 ≠∈= 0,,: bba

b
a Z  

(8) Die Menge der wohlschmeckenden Speisen 
ist keine Menge, da wohlschmeckend nicht eindeutig definiert ist 

(9) Die Menge der Sterne, die keine Planeten haben 
ist eine Menge, da feststeht ob ein Stern dazugehört oder nicht, auch wenn man es 
(noch) nicht entscheiden kann. 

(10) R reelle Zahlen 
(11) { ∈x R } { }1,11²: −==x  
 
 

(2.2) Teilmengen 
 
Seien A, B Mengen 
 
Definition: BA ⊆   „A ist eine Teilmenge von B“ 
  BxAx ∈∈∀⇔ ::  

Auch: B umfasst A , AB ⊇  
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  BAundBABA ≠⊆⇔⊆ :  
 
Beispiele: 
(1) A Menge ⇒  Ø A⊆  
(2) BA ⊆  und  AB ⊆  ⇔  BA =  
(3) BA ⊆  und  CB ⊆  ⇒  CA ⊆  
(4) Sei { } AxAx ⊆⇒∈  
 
Definition: Sei A eine Menge 
Die Menge aller Teilmengen von A heißt die Potenzmenge von A, )(AP  
 
Beispiele: 
(1) A = Ø , P (Ø) = {Ø} 
(2) { } { } { } { }{ }1,0,1,0Ø,)(,1,0 == APA  

Sei A eine Menge,  ⇒   )(APA ∈  
 
Im Allgemeinen ist P(A) nicht explizit beschreibbar, z.B. P(N). 
 
 

(2.3) Operation mit Mengen 
 
• Seien A, B Mengen 
 

{ }BxundAxxBA ∈∈=∩ ::  Durchschnitt 
{ }BxoderAxxBA ∈∈=∪ ::  Vereinigung 

{ }BxundAx:x:B\ ∉∈=A  Differenz aus A und B 
 

Beispiel: 
 

{ }3,2,1,0=A   { }5,4,3,2=B  
 

{ }
{ }

{ }0,1B\
5,4,3,2,1,0

3,2

=
=∪
=∩

A
BA
BA

 

• Sei BA ⊆  
C { }AxundBxxA ∉∈= ::  Komplement von A in B 

oft genauer:  C  BA 
oft kürzer : A  
 

• Seien A, B beliebige Mengen 
{ }ByAxyxBA ∈∈=× ,:),(:  

wobei (x,y) das geordnete Paar bezeichnet 
kartesisches Produkt von A und B 
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(2.4) Veranschaulichung von Mengen 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Offenbar gelten: 
(a) ABBA ∩=∩  
(b) ABBA ∪=∪  
(c) ABA ⊆∩  
(d) ABA ⊇∪  
(e) Sei BA ⊆  

Ø=∩ AA  
B=∪ AA  

 
 

(2.5) Beispiel für den Beweis der Gleichheit von Mengen 
 
Satz: Seien A,B Mengen. Dann gilt: 
 ( ) ( ) ( )CABACBA ∩∩=∩ \\  
 
Beweis: Sei C)\(BAx ∩∈  

CxundBxundAx
C\

∉∈∈⇒
∈∈⇒ BxundAx

 

B 

A A B

A
A B

A B

BA∩

BA ∪

B\A

A
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  ( ) ( )
( ) ( ) ( )CABABA

CABA
CCABA

∩∩⊆∩⇒
∩∩∈⇒

∉∩∉∩∈⇒

\C\
\x

xda,xundx
 

 
 
  Sei ( ) ( )CABAx ∩∩∈ \  

  
( )

( ) ( ) ( )C\\
\x

C\
,

BACABA
CBA

BxundAx
AxdaCxundBxundAx

CAxundBAx

∩⊆∩∩⇒
∩∈⇒

∈∈⇒
∈∉∈∈⇒

∩∉∩∈⇒

 

 
 
Seien A1, A2, ... , An Mengen 
 

• { }I
n

i
kk nkfürAxxA

1

1:
=

≤≤∈=  

• { }U
n

i
kk AxkxA

1

::
=

∈∃=  

• ( ){ }∏
=

∈=
n

i
kknk AxxxxA

1
21 :,...,,  direktes Produkt 

 
 

(2.6) Abbildungen 
 
Definition: Seien A,B Mengen. Eine Abbildung von A nach B ist eine Vorschrift f, die 
angibt, wie jedem Element x einer Menge A eindeutig ein Element y der Menge B zugeordnet 
wird. Diese wird mit f(x) bezeichnet. 
 

  
)(xfx

BA f

a

→  

 
A heißt Definitionsbereich von f. 
B heißt Bildbereich von f. 
Zwei Abbildungen sind gleich BABA gf →→ ,  
wenn  f(x) = g(x) ist für alle Ax ∈  
 
Für Ax ∈  heißt f(x) das Bild von x unter f. 
 
Beispiele: 
 

A = B = R 
 

(1) R → f R 
²)( xxfx =a  

q.e.d. 
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(2) R → f R 





≤
>
0,0
0²,

xfalls
xfallsx

x a  

(3) R → f R 

x
x 1
a    ist keine Abbildung, da f(0) nicht definiert ist 

(4) R \ {0} → f R 

x
x 1
a    ist eine Abbildung 

(5) R → f R 





∉
∈

xfalls
xfalls

x
0
1

a  

(6) R → f R 
11 −oderx a   ist keine Abbildung 

(7) R → f R 





≥+
≤

02
0
xfallsx

xfallsx
x a  ist keine Abbildung, da 




2
0

0 a  

(8) R → . R 





<−
≥

=
0,

0,
xx

xx
xx a  Betrag 

(9) { }5,4,3,2,1=M  
)(MA Ρ=  

A → f Z 
ElementeseinerAnzahlaΡ  

(10) Sei A eine Menge 
A → Aid Z 

xx a  
(11) Sei AABA f ⊆→ ',Abbildung  

BA Af→ '|'  
)(xfx a   heißt Einschränkung von f auf 'A  '| Af  

 
Achtung: 
 
{ } { }

xx

f

a

2,1,01,0 →       ≠  { } { }
xx

f

a

1,01,0 →  

 
 

(2.7) Kompositionen 
 
Definition: Seien CBBA gf →→ ,   Abbildungen 
Die Abbildung 

  ( ))()( xfgxfx
CBA gf

aa

→→  

Q 
Q 

h 
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h heißt die Komposition von f und g 
  fgh o=  Also: ( ) ( ))()( xfgxfg =o  
 
Beispiel: 
 
(1) R → f R , R → g R 

²xx a   2² −xx a  
 

( )
( ) 4²42²)(

22²)(
42

42

+−=−=

−=−=

xxxxgf

xxxfg

o

o
 

 
 

(2.8) Regeln für Kompositionen 
 
Satz: Seien DCBA hgf →→→   Abbildungen 
 Dann gilt: 
  ( ) ( ) fghfgh oooo =  
 
Beweis: Sei Ax ∈ , dann ist 
 ( ) )()( xfgh oo  ( )))(( xfgh o=  

  
( )

( )( )
( ) Behauptung)()(

)(
))((

⇒=
=
=

xfgh
xfgh

xfgh

oo

o  

 
Wir schreiben fgh oo  
 

BA f→  
 Wenn uvfg oo =  
 so spricht man von einem kommutativen Diagramm 

CD v→  
 CBA gf →→  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

u g 

x 

f(x) 

R 

R

q.e.d. 



WS 2001/02  Mathematik für Informatiker I - Grundlagen 

  Seite - 7 - 

(2.9) Der Graph 
 
Definition: Sei BA f→ .     Die Teilmenge 
  ( ){ } BAAxxfxf ×⊆∈=Γ :)(,:)(  
  heißt der Graph von f 
  
 

(2.10) Das Bild 
 
Definition: Sei BAAA f→⊆ ,'   Abbildung 
  { } BAxxfAf ⊆∈= '' :)(:)(  
  heißt Bild von 'A  unter f 
  f(A) heißt das Bild von f 
 
Bemerkung: Sei Ax ∈ . Dann gilt ( ) { })(}{ xfxf =  
 
Beispiel: 
  R → f R 
  ²xx a  
 

{ } +=≥∈= 00:)(Bild RR yyf  

 
 
 

Sei ∈x R  0² ≥⇒ x  
{ }0:)(Bild ≥⊆⇒ yyf  

 
Sei { }0: ≥∈ yyz   zu zeigen ∈∃ x R mit zx =²  

zx =:  erfüllt zx =²  
( )0)(Bild ≥⊇⇒ yf  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

[ ]( ) [ ]
[ ]( ) [ ]4,02,2

4,02,0
=−

=
f
f

 

 
 

2)( xxf =  z
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(2.11) Das Urbild 
 
Definition: Sei BB ⊆'  
 
  { }''1 )(::)( BxfAxBf ∈∈=−  
 
  heißt das Urbild von 'B  unter f 
 
  BA f→  
     UI 

     'B   
 
Sei By ∈  Statt { }( )yf 1−  schreibt man )(1 yf −  
 

''1 )()( BxfBfx ∈⇔∈ −  
 

Beispiele: 
 
• ²)( xxf =  

{ }1,1)1(1 −=−f  
• R → f R 

102²35 −+− xxxx a  
)0(1−f  ist die Lösungsmenge der Gleichung 0102²35 =−+− xxx  

 
 

(2.12) Lemma 
 
Seien CBA gf →→  Abbildungen. Sei CC ⊆' . Dann gilt: 
 

( ) ( ))()( '11'1 CgfCfg −−− =o  
Beweis: Es gilt 
  ( ) )( '1 Cfgx −∈ o   Ax ∈  

  

( )
( )

( ) Behauptung)(
)()(

)(
)(

'11

'1

'

'

⇒∈⇔
∈⇔

∈⇔
∈⇔

−−

−

Cgfx
Cgxf

Cxfg
Cxfg o

 

 
Beispiel: Ist By ∈ nicht in f(A)=Bild (f), so gilt: 
   =− )(1 yf Ø  
 
 
 
 

q.e.d.
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(2.13) Satz 
 
Sei BA f→  eine Abbildung. Sei BBB ⊆21, . Dann gilt: 
(a) ( ) )()( 2

1
1

1
21

1 BfBfBBf −−− ∩=∩  
(b) ( ) )()( 2

1
1

1
21

1 BfBfBBf −−− ∪=∪  
(c) ( ) )( 1

1
1

1 BfBf AB −− =CC  
 
 

(2.14) Definition injektiv, surjektiv, bijektiv 
 
Definition: Sei BA f→  eine Abbildung. 
 
(a) f heißt injektiv )()(,: bfafgiltbamitAba ≠≠∈⇔  
(b) f heißt surjektiv bafmitAaBb =∈∃∈∀⇔ )(:  
(c) f heißt bijektiv bafmitAaBb =∈∃∈∀⇔ )(!:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2.15) Satz 
 
(a) f ist surjektiv BAf =⇔ )(  

≠∈∀⇔ − )(: 1 bfBb Ø 
(b) f ist bijektiv ⇔  f ist injektiv und surjektiv 
 
Beweis: 
(a) ist klar 
(b) Sei f bijektiv und sei ba ≠  in A mit )()( bfaf =  
 )(af⇒  hat a und b als Urbild Widerspruch zur Bijektivität (!) 

A Binjektive Abbildung 

A B
surjektive Abbildung 
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 ⇒  f injektiv         q.e.d. 
 
Sei f injektiv und surjektiv 
f surjektiv Bb ∈∀⇒  existiert ein Urbild von b in A  
f injektiv ⇒ für Bb ∈  existiert höchstens ein Urbild in A 
 
 

(2.16) Kanonische Injekti
 
Sei AA ⊆'  
 

 
xx

AA A
f

a

→ ''
 

 
= kanonische Injektion von 'A  in A 
 
 

(2.17) Beispiel 
 
Sei BA f→  eine bijektive Abbildung 

AxBy ∈∃∈∀⇒ !:  mit yxf =)(  
 
Definiere Abbildungen 

  
xy

AB g

a

→  

  wobei yxf =)(  
 
Dies ist eine wohl definierte Abbildung! 
 
Es gilt: 
 xxfgxfg == ))(()(o  , Ax ∈  
 yygfygf == ))(()(o  
 
Also: 

(2.17.1) Identität 
 

B

A

idgf
idfg

=
=

o

o
 

(2.18) Umkehrabbildung
 
Definition: g heißt die Umkehrabbildung (inverse Abbildung
 
Bemerkung: Sei BB ⊆'  und f bijektiv 
Seite - 10 - 

on 

 

) von f, Bezeichnung 1−f  

Urbild!∃
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 Dann bezeichnet )( '1 Bf −  sowohl das Urbild unter f von 'B  als auch das Bild 
von 'B  unter 1−f . 

 
 Beide Definitionen führen auf dieselbe Menge A⊆ . 
 

(2.20) Satz 
 
(a) Sei BA f→  bijektiv 

Dann ist 1−f  bijektiv. Es gilt: ( ) ff =−− 11  
 
(b) Seien CBA gf →→  bijektiv 

Dann ist fg o  bijektiv und es gilt: ( ) 111 −−− = gffg oo  
 
 
Begriffserläuterung: 
 
Hauptsatz = Theorem 
Satz 
Hilfssatz = Lemma (ta) 
Folgerung = Korollar 
 
 

(2.19) Lemma 
 
Sei BA f→  bijektiv und AB h→  äquivalent 
 
(a) 1−= fh  
(b) Bidhf =o  
 
 
 
Beweis: 

)"()(" ba ⇒   Bidff =−1o     (nach 2.17.1) 
)"()(" ab ⇒   Sei )(, yhBy ∈  und )(1 yf −  erfüllen die Gleichung 

 
)()())((,)( 11 yfyhyyffyyhf −− =⇒==o , da f injektiv 

 
 
 
Beweis von (2.20): 
Zu a) 

Sei Ax ∈  
11 ))(( −− ⇒=⇒ fxxff  ist surjektiv 

 
Seien 2121 ,, yyByy ≠∈  
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)())( 2
1

1
1 yfyf −− ≠⇒ , da 

 1
2

1
211

1 ))(())(( −−− ⇒=≠= fyffyyyff  injektiv 
 
Da Aidff =− o1 , folgt aus (2.19)  ( ) ff =−− 11  

 
CBA gf →→  

 
 
 

Zu b) 
Sei Cz ∈  
Da g surjektiv By ∈∃⇒  mit zyg =)(  
Da f surjektiv Ax ∈∃⇒  mit yxf =)(  
 fgzxfg o⇒=⇒ ))((  surjektiv 
Sei 21 xx ≠  in A 
Da f injektiv )()( 21 xfxf ≠⇒  
Da g injektiv ))(())(( 21 xfgxfg ≠⇒  
 fg o⇒  injektiv 
 

11)( −− gffg ooo   = 1( −ffg oo

     1

1

=−

−
B

idgg
gidg

o

oo

 
Beispiel: 
 { }5,4,3,2,1== BA  

 
 
f  

 
 
  bijektive Abbildung von A in sich
  =“Permutation von A“ 

 
 

1−f  
 
 
 

(2.21) Fun
 
Sei A eine Menge 
 
Definition: Abbildungen von → fA  R, Q, Z
  heißen Funktionen. 
 

1−f

1 2 3 4 5 
 
2 4 5 1 3 

1 2 3 4 5 
 
4 1 5 2 3 
Seite - 12 - 

1) −go  

Behauptung
)19.2(

⇒C
 

 ⇔  Vertauschung der Elemente von A 

ktionen 

 (, = oder) 

1−g

q.e.d. 
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Seien → fA R , → gA R  Funktionen 
 

 
gf
gf
gf

⋅
−
+

  
)()(
)()(
)()(

xgxfx
xgxfx
xgxfx

⋅
−
+

a

a

a

 

 
 
 ff −   →A R  Nullfunktion 
 0:  0ax  
 
 

(2.22) Familien 
 
Beispiel: Telefonnummer: 41 11 42 { } { }4,2,12,4,1,1,1,4 =  
 
Dies ist zu unterscheiden von der Menge der Ziffern. 
Dies geschieht durch Einführung einer Indexmenge 
Indexmenge { }6,5,4,3,2,1=I  
 
 
 
 
 
 
Die obige Nummer ist dann die Abbildung 
 
Definition: Sei I eine Indexmenge, A eine Menge. 
  Eine Familie in A mit Indexmenge I ist eine Abbildung 

AI → ϕ  
 
statt ( ) Iiii ∈→ ϕϕ )(  „Ansammlung von Elementen von A“ 
    z.B. ( ) 61 ≤≤iiϕ  
Beispiel: Sei ( ) IiiA ∈  eine Familie von Mengen (Verallgemeinerung von nAA ,...,1 ) 
 
  { }I

Ii
ii IiAxxA

∈

∈∀∈= ::  

  { }U
Ii

ii AxIixA
∈

∈∈∃= :::  

1 2 3 4 5 6 
 
4 1 1 1 4 2 
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