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89 Der Mittelwertsatz

Im Folgenden sei | =[a,b] ein kompaktes Intervall.

(9.1) Satz von Rolle

Sei f:l - R stetigund differenzierbar auf ]a,b[.
Gilt f(a) = f(b), so existiert & oy J]a,bf mit f'(&) =0.

Beweis:

Falls f(x) = f(a) furale xO1 , soist jedes £ 0]a, b geeignet.
Sei etwa f(x) > f(a).

= f(I):[u,v] mit u<v

S 01 mit (&) =v

:>ED]a,b[

Esgilt nun
f(x)-f(&) [20 furx<¢
x=¢ {so far x> ¢
= f'(§)=0.

Anaogfir f(x)< f(a). g.ed.

(9.2) Mittelwertsatz

Sei f:[a,b] ~ R stetigund differenzierbar auf Ja,b[ . Dann existiert ein &0 ]a,bf mit

f(b)y-f(a) _ .,
“poa @k

Bewels:
Betrachte g(x) = f (X) —w X

Dann gilt g(a) = g(b) = f(a)f:;(b)m /
@Wﬂ]a,b[ig'(fFO ///
=g(@O=r@O-12— @, qed
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(9.3) 2.Mittelwertsatz

Seien f,g:[a,b] - R stetig und differenzierbar auf Ja,b . Sei g'(x) # 0 firr xO]a,b . Dann

existiert ein &0 ]a,bf mit
f(b)-f(a) _ f'(<)
gb)-g@@ g'¢)

Bewels:
Zunéchst gilt g(a) # g(b)
(wegen (9.1)) = linke Seiteist definiert.

fb)-f@

ot -g@) %"

— h(a) = h(b) = f(a) Lg(b) - f (b) Lo(a)
g(b) - g(a)

= DQ(D]a,t{: h'(¢)=0

(9.9
_ Q) _f)-f(@)
g'(¢) ab)-g(a)

Betrachte h(x) = f(x) -

g.ed.

(9.4) Korollar

Far f :]a,b[ - R sind aquivalent:

(1) f'(x)=0 furale xO[a,b;

(2) f(x) = f(a) firale xO[a,b]

Bewels:

,(2)= (1) istKlar.

Ware f(x,) # f(a), sogabeesein £0]a, x| mit f'(&) =

X, —a

fo)- (@),

4 g.e.d.

(9.5) Korollar

Aquivalent sind:
(2) fist streng monoton steigend auf [a, b]
(2) f'(x)=0 for xOJa,bf.

Beweis:

Ware f'(x,) = lim
X=X

f(x)>f(x,).
= f nicht monoton steigend.

F(x) - (%)
X~ Xo

<0, sogdtefur x < x, hinreichend nahe bei X, :
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Ist f nicht monoton steigend, so gibt es x; < x, mit f(x;) > f(x,).

:;DfD]xllxz[: f E):M<O

g.ed.
X;™X

Die Regeln von de I’ Hospital

Seien f,g:]a,b[ - R differenzierbar und sei lim f (x) =limg(x) =0.

x>0 x>0
Sei g'(x) # 0 fir ale xOla,b .
(9.6) Satz
Fals I|mf (x) existiert, so existiert auch lim——= f(x) und beide Grenzwerte sind gleich.
w2 gi(x oa 9X
Bewels:

f und g kbnnen nach a stetig fortgesetzt werden durch f(a) =g(a) =0.
Sei nun (x,)..,, eineFolgein Ja,bf mit limx, =a. Esgilt dann g(x,) # 0, da

g'(x)z0 DxD]a,b[. n~°°

Auf die nach [a, b[ fortgesetzten Funktionen wenden wir (9.3) an.

i) FE)
0la, x, n) = %)
Ol mit =)

Esgilt Liﬁngfn =a. Daher gilt
limd ) i £ o 100
e g(x,) " g(&,) ;>Oa g'(x)

g.ed.

(9.7) Bemerkungen

1) Se xOD]a,b[,sei f(xo)—g(xo):O und g'(x) 0 fur X # X, .

Exigtiert dann lim (x) , SO exigtiert auch lim——= f(x) und beide Grenzwerte sind gleich.
g0 o 9(%)

Wende dazu (9.6) auf ]xob[ und ]a, xo[ an.
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(9.8) Beispiele

f sin2x
1) —= , X, =0
@ =g )

f' _ 2cos(2x)

—= 0 2

R

f snx?
(2) = 2

g e -1

f_ 2XCoSX?

g 2x@~

" 2 — 2 a 2
f_“:2cosx2 4x suznx om 1
g 2" +4x%e* -
(9.9) Koroallar
Sa fur k<n
limf®(x)=0=1limg®(x).
0 0.
) . . f(x) . .
Wenn dann IlmT existiert, so existiert auch lim——= und beide Grenzwerte sind
5297 () x-a g(x)
gleich.
Beweis:
Induktion Uber n. g.ed.
(9.10) Satz

Seien f,g :]a,oo[ - R differenzierbar, sei a>0, sei g'(x) # 0 far xD]a,oo[ und sei
lim f(x) =limg(x) =0.
f(x)

Wenn dann lim ;gg existiert, so existiert auch Iimﬁ und beide Grenzwerte sind gleich.

Betrachte F,G:}O,E[ - R
a

F(x) = f(lj G(x) = g(lj
X X
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Dann gilt Iirrg F(x) = IirrgG(x) =0

x>0 x>0

imt X i X
x-= g(X) x-=g'(X)
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