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§9 Der Mittelwertsatz 
 
Im Folgenden sei [ ]baI ,=  ein kompaktes Intervall. 
 

(9.1) Satz von Rolle 
 
Sei R→If :  stetig und differenzierbar auf ] [ba, . 
Gilt )()( bfaf = , so existiert ] [ba,(xi) ∈ξ  mit 0)(' =ξf . 
 
Beweis: 
Falls )()( afxf =  für alle Ix ∈ , so ist jedes ] [ba,∈ξ  geeignet. 
Sei etwa )()( afxf > . 

[ ]vuIf ,)( =⇒  mit vu <  
Sei I∈ξ  mit vf =)(ξ  

] [ba,∈⇒ ξ  
 
Es gilt nun 

 




>≤
<≥

−
−

ξ
ξ

ξ
ξ

x
x

x
fxf

für0
für0)()(  

0)(' =⇒ ξf . 
 
Analog für )()( afxf < .   q.e.d. 
 
 

(9.2) Mittelwertsatz 
 
Sei [ ] R→baf ,:  stetig und differenzierbar auf ] [ba, . Dann existiert ein ] [ba,∈ξ  mit 

)(')()( ξf
ab

afbf =
−
− . 

 
Beweis: 

Betrachte x
ab

afbfxfxg ⋅
−
−−= )()()()(  

 

Dann gilt 
ab

abfbafbgag
−

⋅−⋅== )()()()(  

] [ 0)(':,
)1.9(

=∈∃⇒ ξξ gba  

ab
afbffg

−
−−=⇒

)()()(')(' ξξ .   q.e.d. 
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(9.3) 2.Mittelwertsatz 
 
Seien [ ] R→bagf ,:,  stetig und differenzierbar auf ] [ba, . Sei 0)(' ≠xg  für ] [bax ,∈ . Dann 
existiert ein ] [ba,∈ξ  mit 

)('
)('

)()(
)()(

ξ
ξ

g
f

agbg
afbf =

−
− . 

 
Beweis: 
Zunächst gilt )()( bgag ≠  
(wegen (9.1)) ⇒  linke Seite ist definiert. 
 

Betrachte )(
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] [ 0)(':,
)1.9(

=∈∃⇒ ξξ hba  

)()(
)()(

)('
)('
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afbf

g
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−
−=⇒

ξ
ξ .   q.e.d. 

 
 

(9.4) Korollar 
 
Für ] [ R→baf ,:  sind äquivalent: 
(1) 0)(' =xf  für alle [ ]bax ,∈ ; 
(2) )()( afxf =  für alle [ ]bax ,∈  

 
Beweis: 
„(2)⇒ (1)“ ist klar. 

Wäre )()( 0 afxf ≠ , so gäbe es ein ] [0, xa∈ξ  mit 0
)()(

)('
0

0 ≠
−
−

=
ax

afxf
f ξ  !  q.e.d. 

 
 

(9.5) Korollar 
 
Äquivalent sind: 
(1) f ist streng monoton steigend auf [ ]ba,  
(2) 0)(' ≥xf  für ] [bax ,∈ . 

 
Beweis: 

Wäre 0
)()(

lim)('
0

0
0

0

<
−
−

=
→ xx

xfxf
xf

xx
, so gälte für 0xx <  hinreichend nahe bei 0x :  

)()( 0xfxf > . 
⇒ f nicht monoton steigend. 
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Ist f nicht monoton steigend, so gibt es 21 xx <  mit )()( 21 xfxf > . 

] [ 0
)()(

)(':,
12

12
21 <

−
−

=∈∃⇒
xx

xfxffxx ξξ .    q.e.d. 

 
 

Die Regeln von de l’Hospital 
 
Seien ] [ R→bagf ,:,  differenzierbar und sei 0)(lim)(lim

00

==
>
→

>
→

xgxf
x

ax
x

ax
. 

Sei 0)(' ≠xg  für alle ] [bax ,∈ . 
 
 

(9.6) Satz 
 

Falls 
)('
)('lim

xg
xf

ax
ax

>
→

 existiert, so existiert auch 
)(
)(lim

xg
xf

ax
ax

>
→

 und beide Grenzwerte sind gleich. 

 
Beweis: 
f und g können nach a stetig fortgesetzt werden durch 0)()( == agaf . 
Sei nun ( ) N∈nnx  eine Folge in ] [ba,  mit axnn

=
∞→

lim . Es gilt dann 0)( ≠nxg , da 

] [baxxg ,0)(' ∈∀≠ . 
 
Auf die nach [ [ba,  fortgesetzten Funktionen wenden wir (9.3) an. 

] [nn xa,∈∃ ξ  mit 
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g
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Es gilt ann
=

∞→
ξlim . Daher gilt 
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>
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==
ξ
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.   q.e.d. 

 
 

(9.7) Bemerkungen 
 
(1) Sei ] [bax ,0 ∈ , sei 0)()( 00 == xgxf  und 0)(' ≠xg  für 0xx ≠ . 

Existiert dann 
)('
)('lim

0
0 xg

xf

xx
xx

≠
→

, so existiert auch 
)(
)(lim

0
0 xg

xf

xx
xx

≠
→

 und beide Grenzwerte sind gleich. 

 

(2) (9.6) gilt auch für ∞=
>
→ )('

)('lim
0

xg
xf

x
ax

. 

Wende dazu (9.6) auf ] [bx ,0  und ] [0, xa  an. 
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(9.8) Beispiele 
 

(1) 
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(9.9) Korollar 
 
Sei für nk <  

)(lim0)(lim )(

0

)(

0
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x
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>
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Wenn dann 
)(
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)(

0 xg
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x
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>
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 existiert, so existiert auch 
)(
)(lim

0
xg
xf

x
ax

>
→

 und beide Grenzwerte sind 

gleich. 
 
Beweis: 
Induktion über n.   q.e.d. 
 
 

(9.10) Satz 
 
Seien ] [ R→∞,:, agf  differenzierbar, sei 0>a , sei 0)(' ≠xg  für ] [∞∈ ,ax  und sei 

0)(lim)(lim ==
∞→∞→

xgxf
xx

. 

Wenn dann 
)('
)('lim

xg
xf

x ∞→
 existiert, so existiert auch 

)(
)(lim

xg
xf

x ∞→
 und beide Grenzwerte sind gleich. 

 
 

Betrachte R→
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Dann gilt 0)(lim)(lim
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