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88 Differenzier bare Funktionen

(8.1) Geraden

Der Graph einer Funktion R (14, R, f(x) =ax+b, wobei a,b0R ist eine Gerade.

N

a<o

a>0

a hell3t auch die Steiqung der Geraden.

Beachte: Die Abbildung R-R ist eine lineare Abbildung von R in sich.
X > ax

(8.2) Beispiele

(1) Sei x, #x, und y,,y, OR . Bestimme die Gleichung der Geraden durch (X,, Y,) und
(X, ¥1)
Lése y, =ax,+b
Y =ax +b
—~a= Y1~ Yo
X~ %
b=y, -ax

(2) Bestimme die Gerade mit Steigung a durch den Punkt (X,, Y,) -
y=allx=x,)+ Y,

(8.3) Definition

Eine Teilmenge D OR heifdt offen, wenn [OxD ein & >0 existiert, mit ]x—é,x+6[

Beispiele:

D:]a,b[
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] &, ©) sind offen.

Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen. Jede offene Mengeist Vereinigung von
offenen Intervallen.

Im folgenden seil D eine offene Menge oder ein Intervall.
Sei f:D - R eineFunktion. /

f(x) r

f(%)

X X, X

Problem: Man definiere die,, Steigung* des Graphen von f im Punkte X, .

F(x) — (%)

Sei xOD, x# X,. Dannist
X=X,

(% £(x))-

die Steigung der Gerade durch (x,, f(X,)) und

(8.4) Definition

Die Funktion f heif3t differenzierbar in x,, wenn der Grenzwert IimM existiert.
X=% X=X
XEXo 0
XD

Dann ist dieser Grenzwert die Ableitung von f an der Stelle x,. Man bezeichnet sie mit

f'(X,) . (Andere Bezeichnung: %(XO) ).

Die Gerade durch (x,, f(X,)) mit Steigung f'(x,) heildt die Tangente an f im Punkte X, .

tr o () = F1(X)(X= %) + T(X,).

Nach Definition, s.(6.3), ist f genau dannin x, differenzierbar, wenn fir jede Folge (an) inD
mit a, # X, [n gilt:

i f @) = %)
e ay T X%
Der Grenzwert (unabhangig von der Folge (a, )) ist dann f'(x,).

existiert.
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(8.5) Satz

Istfin x, differenzierbar, soistfin x, stetig.

Bewels:

||m f(X) f(XO)

Ll X=X

= lim f(x) = f(x,) + lim(x—x,) OF " (X,)
X - Xg X - Xo

X#Xg

= f'(%)

= f(%)
= f(x) konvergiert bei Anndhrung von x gegen X, gegen f (X,)

= f ist stetigin x,, s.Ubungsblatt 11,2 g.ed.

(8.6) Beispiele

(1) f(X):X M:l
X=X,

= f'(x,) =1fur x, OR
@ f()=x = 106) X =%

X=X X=X
= lim(xX+x,) = 2%, = f'(x,)
X %o

@?) f(x) =¢e* e’ —e _emewil

die Reiheist fir alle x mit |x - x,| < E beschrénkt durch 2.

. et —gh
= lim =g’
X - Xg X—XO

= exp'(X,) = exp(X,)
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@ 09 =|X X =0
|x|—|x0|:H:{1 x>0
X=% X [-1 x<O

= f nicht differenzierbar in 0. Aber fist stetigin O.

(8.7) Satz

Seien f,g:D - R differenzierbarin x,. Dannsind f +g und f [§ differenzierbar in x,
und es gilt:

@ (f+9)(x)="1"(x)+9(x)

(b) (fL8)' (%)= 1(%)0" (%) + (%) B(X) .Produkiregel”

Sel g(x,) # 0. Dann existiert ein 0 > 0 derart, dass g(x) # O fur ale
xODn ]x0 —-0,%, +6[.

Als Funktion auf D'::{xD D:g(x) ¢(} isté in X, differenzierbar, und es gilt:

© (ij (Xo) - 1“(Xo) EQ(XO) - fz(XO) Dg'(XO) » Quotientenregel
g g(xo)
Beweis:
(f +9)(X) = (f +9)(X,)
X=X,
_ = 1(%) , 909 -9(%) Durch Grenziibergang folgt (a)
X=X, X=X

(f 9)(x) = (f +9)(%,)
X=%,
_f (X))(: )1:0 09) %)+ £ () (X))(: 30("0) (vgl. hierzu den Beweis zu 1.16 (b) )

Dag stetigist in x,, folgt durch Grenziibergang x — X, die Behauptung (b)
Sel nun g(x,) # 0. Die erste Aussage folgt aus der Stetigkeit vongin X, .
Sei zunéchst f(x) =1, d.h. betrachte ——
9(x)
Esgiltnunfir xOD', x#0
1 1
99 9(%) _ 1 0()-9(x)
X=X g(x) Lg(x,) X=Xy
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Dagin x, stetigist, existiert

im——~ A7) g ig gleion -9 )
S g B0%) X=X s[6Y)

Aus (b) folgt hieraus der allgemeine Fall g.ed.

(8.8) Beispie

Durch Induktion folgt aus (8.7)(b)
(X")'(%,) =N, fir n>1;
ferner gilt fir x, 20
(XY (%) = (i,,j(xo)

X

_onx,"t_ n

n-2 n+l

Xo Xo
=M "

(8.9) Satz

Sei f:D - R differenzierbarin x,,sel f(D)O D' undsel g:D'- R differenzierbar in
Yo = f(X,).Dannist go f in x, differenzierbar, und es gilt
(9o f)'(%) = 9'(f (%)) CF'(%) » Kettenregel

Bewels:

Se D'0& R gegeben durch
g(y) - 9(¥o)

gM=1 Y Y
9'(Yo) falsy =y,

=g iststetigin y,.

falsy # y,

Esgilt nun fur x# X,

9 09 =0 06) _ g (1 () o 0= T06).
X=X X=X

Diesist klar, wenn f(x) # f(x,) ist.
Ist f(x)= f(x,) sosteht auf beiden Seiten 0.
Dafin x, stetig, folgt die Behauptung durch Grenziibergang X — X, .
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(8.10) Definition

f"D >R
Seinun f :D - R differenzierbar in jedem Punkt. Dann heifd die Funktion die
Xt £'(X%,)

Ableitung vonf.

zum Beispid gilt (x”)' =nx"" fur nOZ
Ist f' ebenfallsdifferenzierbar, soheildt f':=(f')' die2-te Ableitung vonf.
Ist dien-te Ableitung f ™ von f definiert und ist sie eine differenzierbare Funktion, so sei die

(n+1)-te Ableitung die Funktion f ™ = (f Q) ) _

Beispiel:

(x") = n(n=1)--(n -k +1) ™™
(=0fdlsn=0und k>n)
)" =e

(8.11) Beispiele

(1) (ex2+1)' — o [Py

o () <o

3) (ax)' = (ex"’ga)' = "' [log(a) = log(a) [&*

(4) f(x)=dnx

Sei x, 0R.
sinx-sinx, _ sin((X=X,) +%,) =sinX,
X=X, X=Xy
_ SIN(X = X, [£0SX,) +Sin X, [EOS(X = X;) =SiN X = Additionstheorem
(X_Xo)
(D (x= %)™ | (-D)" [x— %)™
-1
COSXO% (2k +1)! ; (2K)!
(X_Xo)
o [k okl v \2k-1
- cos, (5 DX %) [ﬁz( 1" [{x=X,) j
= (2k+1)! =} (2k)!
COSXg -0

= (SN X)'= cosx
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(5) f(x)=cosx
COSX—COSX, _ COS((X—X,) + X,) — COSX,

X=X, X=X,
_ COS(X — X,) [£0SX, —Sin(X— X,) [$iN X, — COS X, - Additionstheorem
X=X,
_ c0sx, [{cos(x — x,) —1) - sin x, En(x - x,)
X=X,

= (cosXx)'=-sinx

(8.12) Satz

Sei l einintervall undsei f :1 - R differenzierbar und injektiv.
Se J=f1(l) (=JdistenInterval)

Sal x, 01, y, =f(x,) undsei f'(x,)#0.

Dannist f™*:J - | OR differenzierbar in y, und esgilt:

a4 _ 1 1
(200 = 0y = o)

Bewels:

Sei (yn)nZl eineFolgeinJmit y, #y, und limy, =y,

) = ()
yn _yO

- “?konvergent?

Sei x. =f 7y, )=x #X,und, da f " stetigist, gilt x [0 X, -
n n n 0 n e 0

Y)Y, 1 1
Nun gilt n 97 = 0
My e T T o)
Xn _XO
wohldefiniert, da f'(x,) # 0 g.ed.

(8.13) Beispiele

(1) f(x)=4%x X=0
f=g*firg(x)=x":R, - R
g'=nX"", s n>1
Sei ¥, >0,S8 % =97 (¥o) =4/¥o

o 11 11
F'(Yo) =97 (Yo) = nxon_l = " )n_l _ED(Q/VO)n_l
:%YO(%_l) = (x%) =Lk
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(2) f(x) =log(x) f:R, - R
(|ogx)':%:1
e X

@3) f(x) :arcsinx:[—l—T,l—T} L RO[-1]
2 2
S X, 21l
2
1 _ 1
(sin'(arcsinx))  cos(arcsinx)
da cos(arcsinx) > 0 und daher cosy =4/1-sin’y

for —£<x<£
1-x? 2 2

(arcsinx)'=

= (arcsinx)'=

(4) f(x)=arccosx

(arccosx)'= -

1-x°

(8.14) Bemerkung

Differenziert man f o f *(x) = x, so erhalt man aus (8.9)
P01y (9 =1

) 1

fy(0=— =
= (=10

Diesist kein Beweisvon (8.13), da hier Differenzierbarkeit von f ™ schon vorausgesetzt

wird!
Esist aber eine Gedachtnisstitze.

(8.15) Satz

Sei die Potenzregel f(x) = > a,x" konvergent fur x O]~ R,R . Dann st f differenzierbar auf
k=0
]— R, R[ und es gilt:
fr(x) => kO x*.
k=1

(ohne Beweis)
Wir zeigen nur
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(8.16) Lemma

Fir xO]-R R ist Y k& x** absolut konvergent.
k=1

Beweis:

Sei xO]-R A mit x| > ¥, sei q:|—

X
Dann gilt

S Ka X = S Ka X
k=1 k=1
== "Ka,| [ ¥k )

k=1

Da Lim”kal/Ezl,exiaiertein ko: *Jk <1 Ok=k,.
=Ok2k,: kg /X" <a/x]

DieReihe i a|x|" ist konvergent.
k=1

= Behauptung g.ed.
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