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§8 Differenzierbare Funktionen 
 

(8.1) Geraden 
 
Der Graph einer Funktion RR → f , baxxf +=)( , wobei R∈ba,  ist eine Gerade. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a heißt auch die Steigung der Geraden. 
 

Beachte: Die Abbildung 
axx a

RR →
 ist eine lineare

 
 

(8.2) Bei
 
(1) Sei 10 xx ≠  und R∈10 , yy . Bestimme die Gl

),( 11 yx : 
Löse baxy += 00  
  baxy += 11  

01

01

xx
yya

−
−

=⇒  

 00 axyb −=  
 

(2) Bestimme die Gerade mit Steigung a durch d

00 )( yxxay +−⋅=  
 
 

(8.3) Def
 
Eine Teilmenge R⊆D  heißt offen, wenn Dx ∈∀
 
Beispiele: 

] [baD ,=  

0>a

a

b

0<
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 Abbildung von R in sich. 

spiele 

eichung der Geraden durch ),( 00 yx  und 

en Punkt ),( 00 yx . 

inition 

 ein 0>δ  existiert, mit ] [δδ +− xx ,  
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),] ∞a  sind offen. 
Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen. Jede offene Menge ist Vereinigung von 
offenen Intervallen. 
 
Im folgenden sei D eine offene Menge oder ein Intervall. 
Sei R→Df :  eine Funktion. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Problem: Man definiere die „Steigung“ des Grap
 

Sei Dx ∈ , 0xx ≠ . Dann ist 
0

0 )()(
xx

xfxf
−
−

 die St

))(,( xfx . 
 
 

(8.4) Def
 

Die Funktion f heißt differenzierbar in 0x , wen

Dann ist dieser Grenzwert die Ableitung von f an

)(' 0xf . (Andere Bezeichnung: )( 0x
dx
df ). 

 
Die Gerade durch ))(,( 00 xfx  mit Steigung (' xf

)())((')( 000, 0
xfxxxfxt xf +−= . 

Nach Definition, s.(6.3), ist f genau dann in 0x  d
mit nxan ∀≠ 0  gilt: 

0

0 )()(
lim

xa
xfaf

n

n

n −
−

∞→
 existiert. 

Der Grenzwert (unabhängig von der Folge ( )na )
 
 
 
 
 

xx’ x

)( 0xf

)(xf
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hen von f im Punkte 0x . 

eigung der Gerade durch ))(,( 00 xfx  und 

inition 

n der Grenzwert 
0

0 )()(
lim

0
0 xx

xfxf

Dx
xx
xx −

−

∈
≠
→

 existiert. 

 der Stelle 0x . Man bezeichnet sie mit 

)0  heißt die Tangente an f im Punkte 0x . 

ifferenzierbar, wenn für jede Folge ( )na  in D 

 ist dann )(' 0xf . 

0
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(8.5) Satz 
 
Ist f in 0x  differenzierbar, so ist f in 0x  stetig. 
Beweis: 

)('
)()(

lim 0
0

0

0
0

xf
xx

xfxf

xx
xx

=
−
−

≠
→

 

)(')(lim)()(lim 000
0

0
0

xfxxxfxf
xx

xx
xx

⋅−+=⇒
→

≠
→

 

 )( 0xf=  
)(xf⇒  konvergiert bei Annährung von x gegen 0x  gegen )( 0xf  

f⇒  ist stetig in 0x , s.Übungsblatt 11,2    q.e.d. 
 
 

(8.6) Beispiele 
 

(1) xxf =)(   1
)()(

0

0 =
−
−

xx
xfxf

 

1)(' 0 =⇒ xf  für R∈0x  
 

(2) 2)( xxf =   0
0

2
0

2

0

0 )()( xx
xx
xx

xx
xfxf

+=
−
−

=
−
−

 

)('2)(lim 000
0

xfxxx
xx

==+⇒
→

 

 

(3) xexf =)(   
00

10
0

0

xx
ee

xx
ee xx

x
xx

−
−⋅=

−
− −

 

   
0

1

0

!
)(

0

xx
k
xx

e
k

k
x

−

−
⋅

=
∑
∞

=  

   






 −
+⋅= ∑

∞

=

−

2

1
0

!
)(

10

k

k
x

k
xx

e  

   






 −
⋅−+⋅= ∑

∞

=

−

2

2
0

0 !
)(

)(10

k

k
x

k
xx

xxe  

die Reihe ist für alle x mit 
2
1

0 <− xx  beschränkt durch 2. 

0
0

0 0

lim x
xx

xx
e

xx
ee =

−
−

⇒
→

 

)exp()(exp' 00 xx =⇒  
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(4) xxf =)(   00 =x   





<−
>

==
−
−

01
01

0

0

x
x

x
x

xx
xx

 

f⇒  nicht differenzierbar in 0. Aber f ist stetig in 0. 
 
 

(8.7) Satz 
 
Seien R→Dgf :,  differenzierbar in 0x . Dann sind gf +  und gf ⋅  differenzierbar in 0x  
und es gilt: 
(a) )(')(')()'( 000 xgxfxgf +=+  
(b) )()(')(')()()'( 00000 xgxfxgxfxgf ⋅+⋅=⋅  „Produktregel“ 

 
Sei 0)( 0 ≠xg . Dann existiert ein 0>δ  derart, dass 0)( ≠xg  für alle 

] [δδ +−∩∈ 00 , xxDx . 

Als Funktion auf { }0)(::' ≠∈= xgDxD  ist 
g
f  in 0x  differenzierbar, und es gilt: 

 

(c) 2
0

0000
0

'

)(
)(')()()(')(

xg
xgxfxgxfx

g
f ⋅−⋅

=






  „Quotientenregel“ 

 
 

Beweis: 

0

0 ))(())((
xx

xgfxgf
−

+−+
 

0

0

0

0 )()()()(
xx

xgxg
xx

xfxf
−
−

+
−
−

=  Durch Grenzübergang folgt (a) 

 

0

0 ))(())((
xx

xgfxgf
−

+−⋅  

0

0
0

0

0 )()()()()()(
xx

xgxgxfxg
xx

xfxf
−
−⋅+⋅

−
−=  (vgl. hierzu den Beweis zu 1.16 (b) ) 

 
Da g stetig ist in 0x , folgt durch Grenzübergang 0xx →  die Behauptung (b) 
Sei nun 0)( 0 ≠xg . Die erste Aussage folgt aus der Stetigkeit von g in 0x . 

Sei zunächst 1)( =xf , d.h. betrachte 
)(

1
xg

 

Es gilt nun für 'Dx ∈ , 0≠x  

0

0

00

0 )()(
)()(

1)(
1

)(
1

xx
xgxg

xgxgxx
xgxg

−
−

⋅
⋅

=
−

−
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Da g in 0x  stetig ist, existiert 

0

0

0

)()(
)()(

1lim
0

0 xx
xgxg

xgxg
xx
xx −

−
⋅

⋅
≠
→

 und ist gleich 2
0

0

)(
)('

xg
xg

−  

 
Aus (b) folgt hieraus der allgemeine Fall    q.e.d. 
 
 

(8.8) Beispiel 
 
Durch Induktion folgt aus (8.7)(b) 

1
00 )()'( −⋅= nn xnxx  für 1≥n ; 

ferner gilt für 00 ≠x  

)(1)()'( 00 x
x

xx n
n 






=−  

 1
0

2
0

1
0

+−

−

−=
⋅

−= nn

n

x
n

x
xn

 

 1
0)( −−⋅−= nxn  

 
 

(8.9) Satz 
 
Sei R→Df :  differenzierbar in 0x , sei ')( DDf ⊆  und sei R→': Dg  differenzierbar in 

)( 00 xfy = . Dann ist fg o  in 0x  differenzierbar, und es gilt 
)('))((')()'( 000 xfxfgxfg ⋅=o   „Kettenregel“ 

 
Beweis: 
Sei R→

*

' gD  gegeben durch  









=

≠
−
−

=

00

0
0

0
*

falls)('

falls
)()(

)(
yyyg

yy
yy

ygyg
yg  

*g⇒  ist stetig in 0y . 
 
Es gilt nun für 0xx ≠  

( )
0

0*

0

0 )()()()()(
xx

xfxfxfg
xx

xgfxgf
−
−⋅=

−
− . 

 
Dies ist klar, wenn )()( 0xfxf ≠  ist. 
Ist )()( 0xfxf =  so steht auf beiden Seiten 0. 
Da f in 0x  stetig, folgt die Behauptung durch Grenzübergang 0xx → . 
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(8.10) Definition 
 

Sei nun R→Df :  differenzierbar in jedem Punkt. Dann heißt die Funktion 
)('

:'

0xfx
Df

a

R→
 die 

Ableitung von f. 
 

zum Beispiel gilt ( ) 1' −= nn nxx  für Z∈n  
Ist 'f  ebenfalls differenzierbar, so heißt )''(:'' ff =  die 2-te Ableitung von f. 
Ist die n-te Ableitung )(nf  von f definiert und ist sie eine differenzierbare Funktion, so sei die 

)1( +n -te Ableitung die Funktion ( )')()1( nn ff =+ . 
 
Beispiel: 
( ) knkn xknnnx −⋅+−−= )1()1()(

L  
( 0=  falls 0≥n  und nk > ) 
( ) xnx ee =)(  
 
 

(8.11) Beispiele 
 
(1) ( ) xee xx 21'1 22

⋅= ++  
 

(2) xeee xee xx

21
'

21212

⋅⋅=




 +++

 

 

(3) ( ) ( ) xaxaxx aaaeea ⋅=⋅== )log()log(log'log'

 
 

(4) xxf sin)( =  
Sei R∈0x . 

0

000

0

0 sin))sin((sinsin
xx

xxxx
xx

xx
−

−+−
=

−
−

 

)(
sin)cos(sin)cossin(

0

00000

xx
xxxxxxx

−
−−⋅+⋅−

=   = Additionstheorem 

)(

1
)!2(

)()1(
sin

)!12(
)()1(

cos

0

0

2
0

0
0

12
0

0

xx
k

xxx
k

xxx
k

kk

k

kk

−









−

−⋅−
⋅+

+
−−

⋅
=

∑∑
∞

=

∞

=

+

 

44444 344444 2144444 344444 21
0

1

12
0

0

cos

0

12
0

0 )!2(
)()1(

sin
)!12(

)()1(
cos

0 →

∞

=

−∞

=

+








 −⋅−
⋅+

+
−−

⋅= ∑∑
k

kk

x

k

kk

k
xxx

k
xxx  

xx cos)'(sin =⇒  
 
 



WS 2001/02  Mathematik für Informatiker I - Analysis 

  Seite  - 7 - 

(5) xxf cos)( =  

0

000

0

0 cos))cos((coscos
xx

xxxx
xx

xx
−

−+−
=

−
−

 

0

00000 cossin)sin(cos)cos(
xx

xxxxxxx
−

−⋅−−⋅−
=   = Additionstheorem 

( )
0

0000 )sin(sin1)cos(cos
xx

xxxxxx
−

−⋅−−−⋅
=  

xx sin)'(cos −=⇒  
 
 

(8.12) Satz 
 
Sei I ein Intervall und sei R→If :  differenzierbar und injektiv. 
Sei )(IfJ =   (⇒ J ist ein Intervall) 
Sei Ix ∈0 , )( 00 xfy =  und sei 0)(' 0 ≠xf . 
Dann ist R⊆→− IJf :1  differenzierbar in 0y  und es gilt: 

( ) ( ))('
1

)('
1)('

0
1

0
0

1

yffxf
yf −

− ==  

 
Beweis: 
Sei ( ) 1≥nny  eine Folge in J mit 0yyn ≠  und 0lim yynn

=
∞→

 

0

0
11 )()(

yy
yfyf

n

n

−
−

⇒
−−

 ?konvergent?→  

 
Sei 0

1 )( xxyfx nnn ≠⇒= −  und, da 1−f  stetig ist, gilt 0xx nn  → ∞→ . 

Nun gilt 

0

00

0
11

)()(
1)()(

xx
xfxfyy

yfyf

n

nn

n

−
−

=
−
− −−

 
)('

1

0xfn  → ∞→  

wohldefiniert, da 0)(' 0 ≠xf        q.e.d. 
 
 

(8.13) Beispiele 
 
(1) n xxf =)(  , 0≥x  

1−= gf  für RR →= +:)( nxxg  
1' −⋅= nxng , sei 1>n  

Sei 00 >y , Sei n yygx 00
1

0 )( == −  

( ) ( ) 1

0

1

0

1
0

0
1

0
1111)()(' −−−

− ⋅=
⋅

=== n
n

n
n

n
ynynnx

ygyf  

( )11
0

1 −= ny
n

 11'1 1 −⋅=




⇒ nn x

n
x  
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(2) )log()( xxf =   RR →≥0:f  

xe
x x

11)'(log log ==  

 

(3) [ ]1,1
2

,
2

:arcsin)( −⊃→



−= Rππxxf  

Sei 
20
π±≠x  

)cos(arcsin
1

))(arcsin(sin'
1)'(arcsin

xx
x ==  

da 0)cos(arcsin >x  und daher yy 2sin1cos −=  

21
1)'(arcsin

x
x

−
=⇒  für 

22
ππ <<− x  

 
(4) xxf arccos)( =  

21
1)'(arccos

x
x

−
−=  

 
 

(8.14) Bemerkung 
 
Differenziert man xxff =− )(1o , so erhält man aus (8.9) 

1)()'())((' 11 =⋅ −− xfxff  

))(('
1)()'( 1

1

xff
xf −

− =⇒  

 
Dies ist kein Beweis von (8.13), da hier Differenzierbarkeit von 1−f  schon vorausgesetzt 
wird! 
Es ist aber eine Gedächtnisstütze. 
 
 

(8.15) Satz 
 

Sei die Potenzregel ∑
∞

=

=
0

)(
k

k
k xaxf  konvergent für ] [RRx ,−∈ . Dann ist f differenzierbar auf 

] [RR,−  und es gilt: 

∑
∞

=

−⋅=
1

1)('
k

k
k xakxf . 

 
(ohne Beweis) 
Wir zeigen nur 
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(8.16) Lemma 
 

Für ] [RRx ,−∈  ist ∑
∞

=

−⋅
1

1

k

k
k xak  absolut konvergent. 

 
Beweis: 

Sei ] [RRx ,' −∈  mit xx >' , sei 
'x

x
q =  

 
Dann gilt 

∑∑
∞

=

−−
∞

=

− ⋅=
1

11

1

1 '
k

kk
k

k

k
k qxakxak  

( )∑
∞

=

−−− ⋅⋅==
1

111'
k

kkk
k qkxak . 

 
Da 1lim 1 =−

∞→

k

k
k , existiert ein 0k : 0

1 1 kkqkk ≥∀≤⋅− . 
11

0 ': −− ≤⋅≥∀⇒ k
k

k
k xaxakkk  

 

Die Reihe ∑
∞

=

−

1

1'
k

k
k xa  ist konvergent. 

⇒  Behauptung      q.e.d. 
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