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87 Folgen und Reihen stetiger Funktionen

Sei DR und ( £ )”DN eine Folge von Funktionen auf D.

(7.1) Definition

Die Folge (f,) heiB3t punktweise konver gent, wenn fiir alle xUD gilt: (fn (x))nDN ist
konvergent.

f:D >R

In diesem Falle heif3t xi lim / (x) der Limes (Grenzfunktion) der Folge (f)).

Bezeichnung:
f=limf, oder f, U f

n—o

(7.2) Beispie

Sei D=[0,]]

£ o] - R

X x"

Sei 0<x<1l = lirgfn(x)ZO.

Sei x=1 =limf, (x)=1.

= f, 0% f wobei

0 x<l1

f(x)z{1 e

Man sieht, dass f nicht stetig ist im Punkte x =1, obwohl alle Funktionen f, stetig sind.

I Der punktweise Limes stetiger Funktionen ist i.A. nicht stetig.

n klein

A rd

n grof3

Fiir jedes (noch so grof3e) n gibt es Punkte x [ [O,l[, die von f(x) =0 noch weit entfernt sind.
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(7.3) Definition

Sei DOZ R, nON eine Folge stetiger Funktionen.
(fn )HDN konveraiert gleichmafiig gegen die Funktion f:D — R, wenn gilt:

Oe>0 Ony: Onzn, IxOD: |f(x)-f,(x)|<€.

AR

Fiir ein n, N verlduft der Graph von f, ganz innerhalb des ,,e-Schlauches® um f, falls

nzn,.

(7.4) Satz

Sei DO& R, n0N eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmiBig gegen die Funktion f
konvergiert.

Dann ist f'stetig.

Beweis:

Sei x, U D und sei (am )mEN eine Folge mit lima,, =x,.

m— o

zu zeigen: lim f(a,,) = f(x,)

Sei £>0.  [hy: On=zn, OxOD: |f(x)—f,,(x)|<§

(3 |f(am)_fn(am)| <§ Om On = noj
Da f, stetig, gilt lim f, (a,) = f, (x,)

=Un,: Unzm,;:

S = f (@) <5

=0mzm,: |f(x,)~f(a,)
<|fGe) = 1, )|+, (50) = £, (@) +

E & &
< +-+Z =g
3 3 3

= fstetigin x,

fu(a,) = f(a,)

= Behauptung g.e.d.
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Reihen von Funktionen

Sei f,:D - R, nON eine Folge von Funktionen

(7.5) Definition

Die Reihe z f, 1st die Folge der Partialsummen (z fk] . Die Reihe heiflt punktweise
k=0 N

k=0

(absolut) konver gent, wenn fiir jedes x 0 D die Reihe z £, (x) (absolut) konvergiert. Die

k=0
Funktion f(x)= z £, (x) wird mit z f, bezeichnet.
k=0 k=0

Die Reihe heif3it gleichmaliig konver gent (gegen die Funktion f), wenn

Ue>0 [h,: Unzn, OxUD: f(x)—ka(x)<£
k=0

(7.6) Satz
Sei Z f, gleichmiBig konvergent. Sind alle f, stetig, so ist z f, stetig.
k=0 =0
Bewels:
Dies folgt aus (7.4)
(7.7) Satz

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) z /. konvergiert gleichméBig

k=0

<&

NAC)

k=m+1

2) Ue>0 [hy: Un>m=z2n, x0OD:

Beweis:

(1)=(2): Es gelte <§

EEDWAS)

fir Un=2n, UxUD
=Un>m=z=2n, [IxUD:

PWASHITEE) WAL

k=m+1

< + <&

PWASEIIE)
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(2)=(1): Nach dem Cauchy-Kriterium (1.22) konvergiert z /. punktweise gegen eine
k=0

Funktion f:D - R.
> /()

k=m+1

Sei £>0 undsei ny, UN: On>m=n, [xUD:

<£ . Fiir jedes
2
x U D gilt dann nach Grenziibergang n — oo

S ()

k=m+1

<& q.e.d.

<§<£,d.h.DxDN: Omzny:  |f(X)=Y fi(x)
k=0

(7.8) Definition

Eine Reihe Zak 3" heiBt eine Potenzreihe.
k=0

L) k

Beispiele: Y x*, Z)];

0
, Polynome
k=0 k=0 "+

Im Allgemeinen sind Potenzreihen nicht konvergent, siche geometrische Reihe fiir |x| >1.

(7.9) Satz

Sei x, R, x, # 0 derart, dass Za” Dcok konvergiert.
k=0

Dann konvergiert Zak [x* absolut und gleichmiBig auf jedem Intervall [— xl,xl] fiir

k=0
x|

b

0<x < |x0| . Folglich ist Za . X" eine stetige Funktion auf ]— |x0
k=0

Bewels:
Die Folge (anxo" )nDN ist beschrénkt. Sei ‘anxo"‘ <M fir alle n.

. x
,sei g =<1

Sei0<x1<|x0 | |
Xo

Dann gilt fiir |x| <X,

i‘ak Dck‘ Si|ak|[.]xlk‘

k=0 k=0
=2|ak|[|]’(0|k :
k=0 x0|
= M
Mg =—
; 4 l-¢q
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Sei £ >0 und sei n, N derart, dass g™ < 1_7(] [£. Dann gilt firalle n2n, Ux: |x| <X

n

Zanx" < i a, [IJX

k=n k=n
sq' DM
<e k=0

= die Reihe konvergiert gleichméBig auf [— X, ,xl] .

Seinun x, <|x0| . Wihle x; mit x, <x, <|x0|
= f(x)= Zanx” ist stetig auf [— xl,xl]

k=0
= f(x) ist stetig in x,

= f ist stetig auf ]— |)c0 x0|[ q.e.d.

b

(7.10) Beispiele

k

(1) zx_ ist fiir x = -1 konvergent

k=1 N
o0 k

= f(x)= zx_ ist eine stetige Funktion auf ]— 1,1[
k=1 N

(2) f(x)=)_ x" ist eine stetige Funktion auf -1

k=1

Es gilt f(x):L,
I-x

x| < 1. Die rechte Seite ist fur x #1 definiert!
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Anhang: Komplexe Zahlen

(7.11) Definition

Eine Folge (zn )HDN in C heifit konvergent gegen z [1C

> 0e>0 [hyON: Onzn,: |z-z,|<e.

(7.12) Lemma

Aquivalent sind:
(1) limz, =z

n-o

(2) hf?o Re(z,) = Re(z2)

und limIm(z,) =Imz.

n—o

Bewels.
Es gilt
[Re(z) ~Re(z,)

S|z—zn
< |Re(z -z,)

ebenso fiir Im(z) —Im(z,).

3

+ |Im(z -z,))

Hieraus folgt die Behauptung. g.e.d.

Die Begriffe und Sitze aus §2 - §6 iibertragen sich sinngemailf. z.B.
e (g )nDN hei3t beschrankt, wenn es ein M >0 gibt mit |z,| <M fiir alle n.

Zﬂ
* Jede beschriankte Folge besitzt einen Haufungspunkt.
* Jede Cauchy-Folge ist konvergent.

* Die Reihe ZZk heif3t absolut konver gent, wenn Z|zk| konvergiert.
k=0 k=0

e Sei D OC. Eine Funktion D (14 C heiBt stetigin z, 0 D, wenn fiir jede Folge
z, O} z, in D, die Folge f(z,) gegen f(z,) konvergiert.

Fiir Potenzreihen ) a,z* mit q, OC gilt:
k=0

(7.13) Satz

Sei z a,z* eine Potenzreihe, die fiir z =z, # 0 konvergent sei. Dann konvergiert diese
k=0

Reihe fiir jedes 0 <r < |ZO| absolut und gleichmédBig auf dem Kreis E = {z uc: |z| < r} .
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Sie definiert eine stetige Funktion auf % = {z OcC: |z| < |zo} .

(7.14) Beispie

o0 k
zt . : .
exp(z) = E m ist eine stetige Funktion von C nach C.
k=0 K

Es gilt exp(z, +z,) =expz, léxpz,

Betrachte nun exp entlang der imaginédren Achse:
rROZ C

i Dck

X - exp(ix) = Z
k=0

Es gilt
— 00 l-kka 00 (_l)kxk
e = =
(kzz(; k! kzz(; k!
- e—ix
ix e e :l
Es gilt
o 2k _2k
Ree” =Zl al
im0 (2k)!
_ b
i (26)!
oo 2k+1_ 2k+1
Ime” =12L
im0 k+1)!
o _l)kx2k+1
_,; (2k +1)!

(7.15) Definition

Die Funktion
( l)k 2k
cosx = Z heiBt Kosinus.

l)k 2k+1

= Z C heiBt Sinus.
(2k +

Es gilt also
e™ =cosx+i8inx
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und daher

1:= =cos’ x +sin’ x

ix2
e

Weiter folgt aus e =e” [&™:
e =cos(x + y)+iBin(x + y)
=(cosx +isinx)(cosy+isiny)

= (cosxcos y —sin xsin y) +i(sin x cos y + cos xsin )

Also gilt

(7.16) Additionstheorem fur sin, cos

cos(x + y) =cosxcos y —sinxsin y
sin(x + y) =sin xcos y + cosxsin y

(7.17) Eigenschaften von sin, cos

Es gilt

(a) —1<sinx,cosx<1

(b) cosO0=1, cos(—x)=cosx
(¢c) sin0 =0, sin(—x) =-sinx
(folgt aus Potenzreihen)

2k
0

Sei x, =2. Die Folge 20! ist monoton fallend fiir £ 21, da

x 2 20! _ 4 <l
k+2)! x*  (2k+1)(2k+2)

4

Daher gilt cosx, < 1=X0_ 4t
24
=l—2+£<0
24

= cos(x) hat in [0,2] eine Nullstelle.
Ebenso gilt fir 0 < x <2

3 2
. x X
(d) sinx, = x, —% =X, EEI—%]

X
3
Sei M :{yD[O,2]:cosy :(} und y,:=inf M .
= y, UM , oder es gibt eine Folge (yn)

=

in M mit Limes y,. Da cosy, =0, folgt

n2l

cosy, =0,also y, UM .
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(7.18) Definition

=2y,
(e) sin? Up= = sin£=1
2 sin x20 2
= sin(—gj =1 = Bild(sin) =[]

T . /i .
(f) = cos| x+— |=—sinx[8in— =—sinx
(7.16) 2 2

. T /i
sin x+5 =costi1nE=cosx

(g) = cos(x+71) =—cosx
sin(x + 71) = —sin x

(h) = cos(x +27m) =cosx
sin(x +27) =sinx

Also sind cos und sin 2rn-periodische Funktionen.

COS X

sin X

sin und cos sind durch

w _1\k L2k

i (2K)!

w 1k 2K+
sinz = ZL

i (2k+1)!

auf ganz C definiert.

Das Additionstheorem (7.16) gilt fiir z,,z, [1C (ohne Beweis)

SeiOSx<yS§

= cosy =cos(x+y—x)
=cosxcos(y —x)—sinxsin(y — x)
<cos x cos(y —x) <cos x
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= cos ist streng monoton fallend auf [O,

(SRIN]

und (b), auch auf [O, 77] .

. . T
% sin streng monoton steigend auf [— >

S

|
= cos:[0.77] - [-1]

sin ; [— g’ﬂ L [-11] sind bijektiv.

Die Umkehrfunktionen heiflen arccos und arcsin.

arccos: [— 1,1] - [0,77]

arcsin : [— 1,1] - [— I—T,g}

m
} und wegen cos(z + xj

Mathematik fiir Informatiker I - Analysis

(%T—xj ,s.(g)
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