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§7 Folgen und Reihen stetiger Funktionen 
 
Sei R⊆D  und ( ) N∈nnf  eine Folge von Funktionen auf D. 
 

(7.1) Definition 
 
Die Folge )( nf  heißt punktweise konvergent, wenn für alle Dx ∈  gilt: ( ) N∈nn xf )(  ist 
konvergent. 

In diesem Falle heißt )(lim
:

xfx
Df

nn ∞→

→
a

R
 der Limes (Grenzfunktion) der Folge )( nf . 

 
Bezeichnung: 

nn
ff

∞→
= lim  oder ff

n

wp
n ∞→

→ ..  

 

(7.2) Beispiel 
 
Sei [ ]1,0=D  

[ ]
n

n

xx
f
a

R→1,0:
 

 
Sei 0)(lim10 =⇒<≤

∞→
xfx nn

. 

Sei 1=x  1)(lim =⇒
∞→

xfnn
. 

 
ff

n

wp
n ∞→

→⇒ ..  wobei 

 




=
<

=
11
10

)(
x
x

xf . 

 
Man sieht, dass f nicht stetig ist im Punkte 1=x , obwohl alle Funktionen nf  stetig sind. 
 
Der punktweise Limes stetiger Funktionen ist i.A. nicht stetig. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für jedes (noch so große) n gibt es Punkte [ [1,0∈x , die von 0)( =xf  noch weit entfernt sind. 

n klein n groß 
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(7.3) Definition 
 
Sei R→ nfD , N∈n  eine Folge stetiger Funktionen. 
( ) N∈nnf  konvergiert gleichmäßig gegen die Funktion R→Df : , wenn gilt: 

εε <−∈∀≥∀∃>∀ )()(::0 00 xfxfDxnnn n . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für ein N∈0n  verläuft der Graph von nf  ganz inner

0nn ≥ . 
 
 

(7.4) Sat
 
Sei R→ nfD , N∈n  eine Folge stetiger Funktione
konvergiert. 
Dann ist f stetig. 
 
Beweis: 
Sei Dx ∈0  und sei ( ) N∈mma  eine Folge mit lim amm

=
∞→

zu zeigen: )()(lim 0xfaf mm
=

∞→
 

 

Sei 0>ε . ()(:: 00 −∈∀≥∀∃ fxfDxnnn n







 ≥∀∀<−⇒ 03

)()( nnmafaf mnm
ε  

Da 
0n
f  stetig, gilt )()(lim 000

xfaf nmnm
=

∞→
 

3
)()(::

00 000
ε<−≥∀∃⇒ mnn afxfmmm  

)()(: 00 mafxfmm −≥∀⇒  

 ()()()()(
0000 000 nmnnn afafxfxfxf +−+−≤

 εεεε =++<
333

 

⇒  f stetig in 0x  
⇒  Behauptung     q

f
  

 

ε
 ε
ε
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halb des �ε-Schlauches� um f, falls 

z 

n, die gleichmäßig gegen die Funktion f 

0x . 

3
) ε<x  

)() mm af−  

.e.d. 
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Reihen von Funktionen 
 
Sei R→Dfn : , N∈n  eine Folge von Funktionen 
 

(7.5) Definition 
 

Die Reihe ∑
∞

=0k
kf  ist die Folge der Partialsummen 

N∈=







∑
n

n

k
kf

0
. Die Reihe heißt punktweise 

(absolut) konvergent, wenn für jedes Dx ∈  die Reihe )(
0

xf
k

k∑
∞

=

 (absolut) konvergiert. Die 

Funktion )()(
0

xfxf
k

k∑
∞

=

=  wird mit ∑
∞

=0k
kf  bezeichnet. 

Die Reihe heißt gleichmäßig konvergent (gegen die Funktion f), wenn 

εε <−∈∀≥∀∃>∀ ∑
=

n

k
k xfxfDxnnn

0
00 )()(::0  

 
 

(7.6) Satz 
 

Sei ∑
∞

=0k
kf  gleichmäßig konvergent. Sind alle nf  stetig, so ist ∑

∞

=0k
kf  stetig. 

 
Beweis: 
Dies folgt aus (7.4) 
 
 

(7.7) Satz 
 
Folgende Aussagen sind äquivalent: 

(1) ∑
∞

=0k
kf  konvergiert gleichmäßig 

(2) εε <∈∀≥>∀∃>∀ ∑
+=

n

mk
k xfDxnmnn

1
00 )(::0  

 
Beweis: 

(1)⇒ (2): Es gelte 
2

)()(
0

ε<−∑
=

n

k
k xfxf  

für Dxnn ∈∀≥∀ 0  
:0 Dxnmn ∈∀≥>∀⇒  

ε<−+−≤ ∑∑∑
==+=

n

k
k

m

k
k

n

mk
k xfxfxfxfxf

001

)()()()()(  
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(2)⇒ (1): Nach dem Cauchy-Kriterium (1.22) konvergiert ∑
∞

=0k
kf  punktweise gegen eine 

Funktion R→Df : . 

Sei 0>ε  und sei 
2

)(::
1

00
ε<∈∀≥>∀∈ ∑

+=

n

mk
xfDxnmnn N . Für jedes 

Dx ∈  gilt dann nach Grenzübergang ∞→n  

εε <<∑
∞

+= 2
)(

1mk
xf , d.h. ε<−≥∀∈∀ ∑

=

m

k
k xfxfnmx

0
0 )()(::N   q.e.d. 

 
 

(7.8) Definition 
 

Eine Reihe ∑
∞

=

⋅
0k

k
k xa  heißt eine Potenzreihe. 

Beispiele: ∑
∞

=0k

kx , ∑
∞

=0 !k

k

k
x , Polynome 

 
Im Allgemeinen sind Potenzreihen nicht konvergent, siehe geometrische Reihe für 1≥x . 
 
 

(7.9) Satz 
 

Sei R∈0x , 00 ≠x  derart, dass ∑
∞

=
⋅

0
0

k

k
n xa  konvergiert. 

Dann konvergiert ∑
∞

=
⋅

0k

k
k xa  absolut und gleichmäßig auf jedem Intervall [ ]11 , xx−  für 

010 xx << . Folglich ist ∑
∞

=
⋅

0k

k
k xa  eine stetige Funktion auf ] [00 , xx− . 

 
Beweis: 
Die Folge ( ) N∈n

n
n xa 0  ist beschränkt. Sei Mxa n

n ≤0  für alle n. 

Sei 010 xx << , sei 1
0

1 <=
x
xq  

Dann gilt für 1xx ≤  

∑
∞

=
⋅

0k

k
k xa  ∑

∞

=
⋅≤

0
1

k

k
k xa  

  
0

1

0
0 x

xxa
k

k

k
k ⋅⋅=∑

∞

=
 

  
q

MqM
k

k

−
=⋅∑

∞

= 10
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Sei 0>ε  und sei N∈0n  derart, dass ε⋅−<
M
qqn 1

0 . Dann gilt für alle :: 10 xxxnn ≤∀≥  

∑
∞

=nk

n
n xa  ∑

∞

=
⋅≤

nk

n
n xa  

  ∑
∞

=
⋅⋅≤

0k

kn qMq  

  ε<   
⇒  die Reihe konvergiert gleichmäßig auf [ ]11 , xx− . 
 
Sei nun 02 xx < . Wähle 1x  mit 012 xxx <<  

∑
∞

=
=⇒

0
)(

k

n
n xaxf  ist stetig auf [ ]11 , xx−  

)(xf⇒  ist stetig in 2x  
f⇒  ist stetig auf ] [00 , xx−      q.e.d. 

 
 

(7.10) Beispiele 
 

(1) ∑
∞

=1k

k

n
x  ist für 1−=x  konvergent 

∑
∞

=

=⇒
1

)(
k

k

n
xxf  ist eine stetige Funktion auf ] [1,1−  

 

(2) ∑
∞

=

=
1

)(
k

kxxf  ist eine stetige Funktion auf ] [1,1− . 

Es gilt 
x

xf
−

=
1

1)( , 1<x . Die rechte Seite ist für 1≠x  definiert! 
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Anhang: Komplexe Zahlen 
 

(7.11) Definition 
 
Eine Folge ( ) N∈nnz  in C heißt konvergent gegen C∈z  

εε <−≥∀∈∃>∀⇔ nzznnn ::0: 00 N . 
 
 

(7.12) Lemma 
 
Äquivalent sind: 
(1) zznn

=
∞→

lim  

(2) )Re()Re(lim zznn
=

∞→
 

und zznn
Im)Im(lim =

∞→
. 

 
Beweis: 
Es gilt 

nn zzzz −≤− )Re()Re(  

     )Im()Re( nn zzzz −+−≤ , 
ebenso für )Im()Im( nzz − . 
Hieraus folgt die Behauptung.  q.e.d. 
 
 
 
Die Begriffe und Sätze aus §2 - §6 übertragen sich sinngemäß. z.B. 
• ( ) N∈nnz  heißt beschränkt, wenn es ein 0>M  gibt mit Mzn <  für alle n. 
• Jede beschränkte Folge besitzt einen Häufungspunkt. 
• Jede Cauchy-Folge ist konvergent. 

• Die Reihe ∑
∞

=0k
kz  heißt absolut konvergent, wenn ∑

∞

=0k
kz  konvergiert. 

• Sei C⊆D . Eine Funktion C→ fD  heißt stetig in Dz ∈0 , wenn für jede Folge 

0zz nn  → ∞→  in D, die Folge )( nzf  gegen )( 0zf  konvergiert. 
 

Für Potenzreihen ∑
∞

=0k

k
n za  mit C∈ka  gilt: 

 

(7.13) Satz 
 

Sei ∑
∞

=0k

k
n za  eine Potenzreihe, die für 00 ≠= zz  konvergent sei. Dann konvergiert diese 

Reihe für jedes 00 zr <<  absolut und gleichmäßig auf dem Kreis { }rzzDr ≤∈= :C . 
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Sie definiert eine stetige Funktion auf { }0:
0

zzzD z <∈= C . 
 
 

(7.14) Beispiel 
 

∑
∞

=

=
0 !

)exp(
k

k

k
zz  ist eine stetige Funktion von C nach C. 

Es gilt 2121 expexp)exp( zzzz ⋅=+  
Betrachte nun exp entlang der imaginären Achse: 

∑
∞

=

⋅=

→

0 !
)exp(

k

kk

e

k
xiixx

ix

a

CR
 

 
Es gilt 

( ) 







= ∑

∞

=0 !k

kk
ix

k
xie  ∑

∞

=

−=
0 !

)(
k

kk

k
xi  

   ixe−=  
 
Daher ist 102

==⋅= − eeee ixixix . 
 
Es gilt 

ixeRe  ∑
∞

=

=
0

22

)!2(k

kk

k
xi  

 ∑
∞

=

−=
0

2

)!2(
)1(

k

kk

k
x  

ixeIm  ∑
∞

=

++

+
=

0

1212

)!12(
1
k

kk

k
xi

i
 

 ∑
∞

=

+

+
−=

0

12

)!12(
)1(

k

kk

k
x  

 
 

(7.15) Definition 
 
Die Funktion  

∑
∞

=

−=
0

2

)!2(
)1(cos

k

kk

k
xx  heißt Kosinus. 

∑
∞

=

+

+
−=

0

12

)!12(
)1(sin

k

kk

k
xx  heißt Sinus. 

 
Es gilt also 

xixeix sincos ⋅+=  
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und daher 
xxeix 222

sincos:1 +==  
 
Weiter folgt aus 2121 zzzz eee ⋅=+ : 

)( yxie +  )sin()cos( yxiyx +⋅++=  

 
)sincoscos(sin)sinsincos(cos

)sin)(cossin(cos
yxyxiyxyx

yiyxix
++−=

++=
 

 
Also gilt 
 

(7.16) Additionstheorem für sin, cos 
 

yxyxyx sinsincoscos)cos( −=+  
yxyxyx sincoscossin)sin( +=+  

 
 

(7.17) Eigenschaften von sin, cos 
 
Es gilt 
(a) 1cos,sin1 ≤≤− xx  
(b) 10cos = , xx cos)cos( =−  
(c) 00sin = , xx sin)sin( −=−  
(folgt aus Potenzreihen) 
 

Sei 20 =x . Die Folge 
)!2(

2
0

k
x k

 ist monoton fallend für 1≥k , da 

1
)22)(12(

4)!2(
)!22( 2

0

22
0 <

++
=⋅

+

+

kkx
k

k
x

k

k

 

 

Daher gilt 
!4!2

1cos
4

0
2

0
0

xxx +−≤  

       0
24
1621 <+−=  

)cos(x⇒  hat in [ ]2,0  eine Nullstelle. 
Ebenso gilt für 20 ≤≤ x  
 

(d) 









−⋅=−≥

6
1

6
sin

2
0

0

3
0

00
x

x
x

xx  

            
3

0x≥  

Sei [ ]{ }0cos:2,0 =∈= yyM  und My inf:0 = . 
My ∈⇒ 0 , oder es gibt eine Folge ( ) 1≥nny  in M mit Limes 0y . Da 0cos =ny , folgt 
0cos 0 =y , also My ∈0 . 
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(7.18) Definition 
 

02: y=π  
 

(e) 1
2

sin 2 =





π  

0sin ≥
⇒
x

 1
2

sin =π  

1
2

sin −=





−⇒

π   
)(a

⇒  [ ]1,1(sin)Bild −=  

 

(f) xxx sin
2

sinsin
2

cos
)16.7(

−=⋅−=





 +⇒

ππ  

 xxx cos
2

sincos
2

sin =⋅=





 + ππ  

 
(g) xx cos)cos( −=+⇒ π  

 xx sin)sin( −=+π  
 

(h) xx cos)2cos( =+⇒ π  
 xx sin)2sin( =+ π  

 
Also sind cos und sin 2π-periodische Funktionen. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
sin und cos sind durch 

∑
∞

=

−=
0

2

)!2(
)1(cos

k

kk

k
zz  

∑
∞

=

+

+
−=

0

12

)!12(
)1(sin

k

kk

k
zz  

auf ganz C definiert. 
 
Das Additionstheorem (7.16) gilt für C∈21, zz  (ohne Bew
 

Sei 
2

0 π≤<≤ yx  

)cos(cos xyxy −+=⇒  
    )sin(sin)cos(cos xyxxyx −−−=  
   xxyx cos)cos(cos <−<  

π2
3π

2
π

cos x
Seite  - 9 - 

eis) 

π2

sin x 
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cos⇒  ist streng monoton fallend auf 





2
,0 π  und wegen 






 −−=






 + xx

2
cos

2
cos ππ , s. (g) 

und (b), auch auf [ ]π,0 . 

(f)
⇒ sin streng monoton steigend auf 



−

2
,

2
ππ . 

⇒  [ ] [ ]1,1,0:cos −→π  

[ ]1,1
2

,
2

:sin −→



− ππ  sind bijektiv. 

 
Die Umkehrfunktionen heißen arccos und arcsin. 
 

[ ] [ ]π,01,1:arccos →−  

[ ] 



−→−

2
,

2
1,1:arcsin ππ  
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