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86 Setige Funktionen

Sei DOR,sei f:D - R eine Funktion und sei X, UD.

(6.1) Definition

Die Funktion f heift stetig in X,, wenn fiir jede Folge (an )nDN mit a, 0D und lim(a, )= x,

gilt: H
(f (an ))nDN ist konvergent mit Grenzwert f(X;), d.h. Ilwirrm}(f (a, ))nDN =f(x).

Wir schreiben dann auch lim f (x) = f(X,).
X=X,

xab

f heiflt stetig, wenn f stetiq ist in jedem Punkt x, 0D .

Stetigkeit in X, bedeutet also:
Strebt X gegen X, so strebt f(X) gegen f(X,).

(6.2) Beispiele

(1) f:R - R
X=X
f ist stetig; Sei x, 1D und (a, )nDN Folge mit lim(a, )= x,

= (f(a, ))nDN =(a, )nDN konvergiert gegen X,
= fstetigin X,, da X, beliebig war, ist f stetig

2) f:R >R
X x>, sei x,0R
Nun gilt (f (an ))nDN = (ari )nDN
Diese konvergiert gegen Xj =f(x)

3) f:R - R
X > exp(X) = e*
Sei x,0R, (a,) ., mit lim(a, ) =,

Konvergiert ™ gegen €*?
Betrachte ‘ea“ —ex"‘ :‘ex"‘[qea"_x“ —l‘)

Es gilt dann fiir |an - X0| s% :
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‘ean_exo‘ =|g% [Fi(an Xo)k‘

IN
@D
E

IN
%
i
;;s
i

Sei £>0.Esgibtein n,:0n=n, : |a —x0|<m1n(zgxo ;j

Dann gilt fiir alle n>n,: ‘ea” - e"°‘ <&, also gilt lime™ =¢e®

n-oo

(4) Sei D=R\{¢
f:D-R
1
X+ —
X
Sei x, LUD, sei (a,) eine Folge mit a, # 0 und 1im(an): X,

(1] 1
= liml — |[=—
neela, ) X

= fiststetigin X,

(5) Sei D=R
f:D->R

-1 fallsx<0

{ 1 fallsx=0
Sei x, =0

Sei (&,) =[-%) = f(a,)=-1 On
konvergiert, aber r1]1r2 f(a,)# f(x)

= f nicht stetig in X,

Sei (a,) = [(_rll)n J lima, =0

= f(a,) konvergiert nicht !
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Bilder der Beispiele:

(1)

)

)

(4)

©)

-

)

Mathematik fir Informatiker I

f(x)=x
f(x)=x
f(x)=¢"
f(x)=§

-1 fallsx<0
f(x)=
1 fallsx=0

- Analysis
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6) f:R =R
{éfdbeQ

= ist nirgends stetig
1 fallsxJQ

(7) f:R =R
x fallsxJQ
|_>
-x fallsxdQ

®) D={x0OR: {x<-1 $ § x3}

- [ o }——
0

Jede Funktion f :D — R ist stetig in 0.
Sei (a,) eine Folge in D mit lima, =0

n-oo

ist stetig in 0, nicht stetig sonst.

=M, :Un=2n,: a,=0
= lim f(a,) = f(0)

©9) D={x:x=¢
f:D-R

X /X

Sei X, >0 und (a,) Folge in D mit lim(an): X, -

n-oo

Ist X, >0, so gilt:

[foo)-f@)  =hx —4/a)
_ |x-a

VX +ya,
Jx-al

VX
= fstetigin X,

Ist X, <Ound £>0,s0gilt (h,: On=n,: 0<a, <&’

=.fa,<¢ Onzn,
— lim/a, =0

N— o
= fstetigin 0
= f stetig
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Grenzprozesse bei Funktionen

Sei DOR,sei f:D - R

Sei X, IR derart, dass eine Folge (an) in D existiert mit lim(a, )= x, .

n- oo

nctN

Bsp: D=]0.1[, a, :%)

(6.3) Definition

f(x) konvergiert gegen ALIR bei Anndhrung von X an X, .
:< Fir jede Folge (a,) in D mit lima, = x, gilt lim f(a,)=A

Man schreibt dann lim f(x) = A
X=%

xOD
Beispiél:
f :R\“F -R
x> =1 = lim f(X) =2
X !

X#1

X—1

Sei D nicht nach oben beschrankt
Wir schreiben lima, = (—oo)
falls OC [h,: Unz=n,: a,>C
bzw. UC [h,: Onz=n,: a,<C

Sei R (14> R . Man definiert
lim f(X)=A := [(a,) mit lim f(X) =c gilt lim f(a,) = A

X 00

lim f(X) =0 := [O(a,) mit lima, gilt lim f(a,)=A Ebenso fiir —

X— 0

(6.4) Satz

Seien D13 R und D% R stetigin x,0D.
Dann sind f +g und f [g) stetigin X,.

Sei g(x,)20,sei D'={x0D:g(x)2 0.

Dann ist i: D' - R stetigin X,.
g
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Beweis:
Sei (an )nDN eine Folge in D mit lima, = X,
= f@) UL f(x) und g(a,) 0 [ g(x)
= (f+0)a,)=f(a)+9(@,) 0T~ f(x)+a(x)

(1.16.)(a)
=(f+9)(%)
= f +g stetigin X,

Ebenso f [g stetigin X,, s. (1.16) (b)

und é stetig in X,, s. (1.16) (c)

(6.5) Satz

Sei f:D - R stetigin X, sei EJR mit f(D) [ E (dann induziert f eine Abbildung

DOL E).
Sei g:E - R stetigin Yy, = f(X,).

Dannist go f : D - R stetigin X,.

Beweis:

Sei lima, = X, ,a,0D
:>£imf(an)= f(X) =Y,

= limg(f(a,)) =9(y,) = 9(f (%))

= Behauptung q.e.d.

(6.6) Beispiele

() f:R, -R
xi— exp(+ X2 —v/x)
= f=1fof, of,, wobei
f,(x) =1+x2 =+/x
f,(X) = exp(X)
f(x)= Ux alle sind stetig = f stetig

(2) Eine Funktion R (0d. R der Form f(x)= x* heiBt eine Polynomfunktion (oder
a,

k=0

kiirzer ein Polynom)
Ist a, # 0, so heiit nder Grad von f.
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Summen und Produkte von Polynomen sind Polynome, und es gilt
grad(f [g) = grad(f) + grad(Q).
(6.4)= Polynome sind stetig.

(3) Eine Funktion D 04, R der Form f(x)= % , wobei p, q Polynome sind heift eine
q(x

rationale Funktion. Hierbei ist D :{ xOR:q(x) # (} )
Rationale Funktionen sind stetig.

Definiert man eine Funktion mittels Fallunterscheidung, so entstehen leicht nicht stetige
Funktionen!

Ein I ntervall ist eine Teilmenge von R der Form

[ab]: [ab]; |ab]; ] af la.a] ={d
J-eo.bl; [-oobf: [acd; ] aef:R
Ein Intervall der Form [a, b] heifit kompakt.

(6.7) Zwischenwertsatz

Sei | ein Intervall, sei f:1 - R eine stetige Funktion, seien a<b inl,und sei f(a)# f(b).
Dann existiert zu jedem Yy zwischen f(a) und f(b) ein X zwischen aund bmit f(x)=vy.

Beweis:
Sei f(a)< f(b)
Definiere Folgen (a,) und (b,) in | mit
(1)  (a,) monoton steigend
(b,) monoton fallend
(i) lim(a,)=lim(b,)
(i) f(a,)<y<f(b,) 0On

Sei 8, =a, b,=Db

Seien a,,b, konstruiert. Sei C,,, = a ;b” :
Setze
_[a, falls f(c,,)) >y b =G falls f(c,,) >y
™ e, falls f(c,,,)< Y ™ b, falls f(c,) <y

Sei x=lima, =limb,
n-oo n- oo

= f(xX)=limf(a,)<y

und f(X)=limf(b)>y
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Also gilt f(x)=y
Der Fall f(a)> f(b) geht analog, oder man ersetzt f durch — f und y durch —vy.

(6.8) Korollar

Sei f:I - R stetig. Falls f(X)# a fiir alle X, so gilt
f(x)>a fiir alle X
oder f(X)<a fiir alle x.

(6.9) Korollar

Sei f:l - R stetig. Dann ist Bild(f) = f(I) OR ein Intervall.

Beweis:
Eine Teilmenge D IR ist genau dann ein Intervall, wenn gilt:
Sind u,vD,ist us<v,undist U y<v,soistauch ylID.

Seien u=f(a), v="f(b) in f(l),sei a<b und 0.E. u<v (sonst betrachte — f )
Nach (6.7) gehort jedes y zwischen U und v zum Bild von f
= Behauptung q.e.d.

(6.10) Beispiele

(1) Sei f(x)=x>+3x> -2
f(0)<0, f(1)>0
=0k, 0<x,<1: f(x)=0

(2) Sei f(x)=x | =]-11]
= f(hH=[0]]
(3) Sei f(x)=§ | =]o,1]
= f(1)=]1,0]
(6.11) Satz

Sei | ein Intervall und sei f :1 - R stetig und injektiv. Dann ist f streng monoton.

Beweis:
Sei zundchst | = [a, b] kompakt und sei f(a)< f(b).
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Behauptung 1: f(1)=[f(a), f (b)]

Nach (6.7) gilt f(1)O[f(a), f (D).

Wire f(X)< f(a) fiir ein x mit a<x<b, so gibe es nach (6.7) ein y mit X<y <b und
f(y)=f(a) 4

Ebenso ist f(X)>b nicht moglich.

= Behauptung 1

Seinun a<x<y<bh

Es gilt nach Behauptung 1 f(a)< f(x)< f(b).
Wende nun Behauptung 1 auf [X, b] an

= f(x)<f(y)sf(b).

= f streng monoton steigend

Im Fall f(a)> f(b) ist — f streng monoton fallend.

Sei nun | ein beliebiges Intervall,
Seien X, <X, inlmit f(x,)<f(x).
Seinun x<yinl.
Sei a=min(X,,X), b=max(x,Yy)
:>[a,b] Ol xo,x,xl,yD[a,b]
Nach obigem ist f‘[a’b] streng monoton und wegen f(X,)< f(X/) streng monoton steigend.
= f(X)< f(y). Da X, y beliebig waren, ist f streng monoton steigend.
g.e.d.

(6.12) Satz

Sei f:1 - R stetig und injektiv. Sei J = f(l)
Dannist f:l - J bijektiv.
Betrachte f ' :J - | als Abbildung von Jnach R. Dann ist f ' stetig.

Bewels:
Sei y, 0J und sei (b,)

oy €ine Folge in Jmit limb, =vy,.

(6.11) = fist streng monoton

= f ' ist streng monoton
Es gibt u<vOJ: b, O[u,V fiirallen
= 0On: f'(u)y< f ' (b,)< f'(v) falls f monoton steigend
bzw. f'(v)< f(b,) < f~'(u) falls f monoton fallend.
= (f _l(bn))nDN ist beschrinkt

= Sie hat einen H.P. B
= [ Teilfolge (bn )nDN, N ON geeignet derart, dass (f _l(bn))nDN

Da f stetig ist, konvergiert (f (f (b, )))nDN =(b,),. gegen f(B).
=Y, = 1(B)

gegen B konvergiert
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Hitte (f B (bn))
= (f'(b,))
=B=17"(y,) = f ' stetigin vy, q.e.d.

nCN

- ist konvergent mit Limes Bund f(B)=Y,.

einen weiteren H.P. C, so wire nach dem selben Schluss f(C) =y,

4

(6.13) Beispiel: Exponentialfunktion

RO® R
X exp(X) = e*

(1) €*>0 furalle X,
(2) exp ist streng monoton steigend

(3) Bild(exp)={yOR :y >0}

0 k
. X — X X
Sei x=0. Aus € _kzz(;_k! folgt € >0.
Fir x<0 gilt (&) =e*>0=¢e*>0

Sei x<vy.

e =e" @

y=-x>0 = €e"7">1+(y-x)>1
=e'<e’,dae" >0

Sei z>0.Falls z21,sogilt 1=e"<z<e’=1+2z+..
(6.7) =>[X: 0<x<z: €=z
= z0OBild(exp).
Falls 0<z<1 :>l>1 :D(:ele
Z Z
e’ =z
= z[JBild(exp)
Alsoist exp:R - R, :{X:X>d bijektiv.

(6.14) Definition

Die Umkehrfunktion von exp heift der (natiirliche) L ogarithmus. log:R, - R

(6.12) = log ist stetig.

(6.15) Eigenschaften von log

(1) e =1 = log(1) =0
e =e = loge=1
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(2) € =x fiir x>0
loge* =x fir xOR

(3) Seien u,v>0 = u =" y =g
elog(U) @log(V) —ulv= elog(u)+log(v)
= log(uly) =log(u) +log(V)
Insbesondere gilt: log(u™) =nog(u), nON

logu™ ") =log(u™) +log(u") =log(u™) + nog(u)
= log(u™") =—-nMog(u), nON

log[ﬁJ =-log(u)

(4) Sei a>0
—a=€"? ynd a" = (el"ga)n =e"™2 nQz

Definiere die Exponentialfunktion zur Basis a als:
ax — ex[lbga

Dann gilt:
a* >0, monoton steigend a > 1
a* >0, monoton fallend a<1

a*=a‘ @’
o) =
da (ax)y = g/
_ eyubg(elcg(a)m)

—@bza o

(6.16) Satz

Sei | = [a, b] ein kompaktes Intervall und sei f:1 - R stetig.
Dann ist f (l) ein kompaktes Intervall. Insbesondere nimmt f ein Maximum und ein
Minimum an.

Bewels:
Ist f konstant, so ist f(l) = [f (a), f (a)] . Sei f nicht konstant.
Nach (6.9) ist J = f(I) ein Intervall. Wére J nicht beschrinkt, so gébe es eine Folge (an )nDN

in | derart, dass f(a,) gegen o oder —oo strebt, s. (6.3)
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Die Folge (an )nDN ist beschrinkt, hat daher einen H.P. Ain R

Es gibt eine Teilfolge (a, )nDN mit lerfql a, =A.
Da a<a, <b firalle nON gilt: a< A<b, d.h. AOI .
Also gilt lnlDI'{ll f(a,)=f(A
= (f (an))nuN ist beschrankt 4
da 1n1Er”51 f(a,) = oder —oo

=mu<v: JuM0JI0[uy

Sei (b,) eine Folge in ]u,v[ mit r11in03(bn) =u.

Sei a,01: f(a,)=h, (geht,da Ju O (1))

Die Folge (a,) hat einen H.P. A0l , und eine Teilfolge (an )nDN konvergiert gegen A.
Da f stetig ist, gilt f(A) = 1niEr|{|1 f(a,)=u.

Ebenso existiert Bl : f(B)=v.

= Behauptung g.e.d.

(6.17) Satz

Sei DUR undsei f:D - R eine Funktion.
Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) fist stetig in X,

(2) Oe>0 [00>0 OxOD:|x=x|<d: [f(x)-f(x)<e

f(XO) }a>0

Beweis;

(H=Q2)

Angenommen, die Aussage ist falsch
=0e>0 00>0 XOD: |x-x|<d: [f(x)-f(x)|ze
Sei a, 0D mit |an —x0|<l und

n

[f(a,)~ f(x,)|= €, wobei nON,
= lima, =X, aber (f(a,)) kann nicht gegen f(X,) konvergieren
A zur Stetigkeit
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2)=(1)

Sei lima, = X,, a,0D.

n- o

Sei £>0 und O wie in (2).
On,: On=ng: Ja, —x|<d

=0Onzn,: [f(a,)-f(x)<e
= lim f (a,) = (%)
= fstetigin X, q.e.d.

Bemerkuna:
Kriterium (2) findet man hiufig als Definition fiir Stetigkeit.
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