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85 Umor dnung von Reihen und
Mehrfachreihen

(5.1) Beispie

> (—1)"‘1% ist eine konvergente Reihe (L eibnitzkriterium)
k=1

Die Reihen Z%l und Z—i=—12% sind nicht beschrankt und daher nicht
k=1 -

a 2k 24
konvergent.
Nj 1
Esgibt eine Folge 1= N, <N, <N, <... nattrlicher Zahlen so, dass mzz
k=N;+1 -
BetrachtedieFolge 1 , = , 1 ! , 1
3 5 2N, -1 2
1 1 1 1
2N, +1 ° 2N,+3" 2N, -1 4
= = (@)
2N, +1 :

Die Folge (a,) enthélt diesslben Zahlen wie die Folge (L —% |

Zahl kommt genau einmal vor.

Ny 1 Nj+j-1
Da| Y a |-——=21gilt Y a=j-1
2] k=L
= Die Folge der Partialsummen ist nicht beschrankt

Aus konvergenten Rethen kénnen durch Umordnung der zugehdrigen Folgen divergente
Reihen entstehen!

(5.2) Definition

Sei (a,),,, €neFolgeundsei o :N - N eine bijektive Abbildung.
Die Folge (bn)nDN mit b, =a,, heif3t Umordnung der Folge (a,).

Beispiel (5.1) zeigt, dass D_a, konvergent sein kann wahrend > " b, divergiert.
k=0 k=0
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(5.3) Satz

Sei Zak absolut konvergent und sei (bn )nDN eine Umordnung von (a,), etwa b, =a
k=0

o(n) !

o:NOM: N.Dannist D b, absolut konvergent und > a, => b, .
k=0

k=0 k=0

(5.4) Satz

Sei > a, absolut konvergent
k=0

Sei N=| JN, einePartition, d.h. N, n N, =@, falls r # <. Dann gilt

r=0
(1) DieRehe Zak ist absolut konvergent (falls N, unendlich ist).
KON,
Sel A=) a

KON,

(2) Die Reihe iA ist absolut konvergent und iA :i(ZakJ:iak

r=0 r=0 r=0\ KON, k=0

(5.5) Definition

Eine Familie (a,,),, . Neift eine Doppelfolge.

a00’301"'a0n"'
Ao, Syqs°

(5.6) Lemma
Es gibt eine bijektive Abbildung o:N - N?.
Beweis:
(0,00»(0,1) 4 (0,2)
o

(1,00 (11 @12

(20) (21 (22
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Sei 0(0)=(0,0). Se og(k) definiert und o(k) =(m,n)
ok+)=(m+1Ln-1 falsn>0, o(k+1) =(0,n+m+1) falsn=0
= 0 ist eine bijektive Abbildung von N nach N*

Sei M eine Menge. Eine bijektive Abbildung o :N — M heil3 eine Abzahlung von M.
Die Abzshlung von N? im Beweis von (5.6) heif3t auch Cauchy-Abzahlung.

Sei nuN (@) e €iNE Doppelfolgeund sei o:N - N? eine Abzzhlung.
Die Folge (b, ),,, heif die (einfache) Folge zu (a,,) zur Abzéhlung o .
by =80 .+ B =a,4.

Sei 7:N — N? eineweitere Abzahlung
NO¥ N>dF N

(br )rIZIN (anm) (Cr )rIIIN
¢ = ar(r) = ba’l(r(r))

-1 . —
0 or:N N , C —bg,l(r(r))

= (c,) ist Umordnung von (b,)

(5.7) Satz

Es existiere eine Konstante C >0 derart, dass Zn“zm:|ak,|sc fur ale n,mON . Sei (b,)

k=0 1=0

o Wie

oben.

(1) Die Reihe Zbr ist absolut konvergent und die Summe ist unabhangig von der Abzahlung
r=0
o.

(2) Fur festes mist die Reihe > a,,, absolut konvergent und fir festesnist > a, absolut
k=0 1=0
konvergent.

(3) Sei B=) b, . Danngilt

r=0
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Produkte von Reihen

Seien >'a, und b Reihen
k=0 1=0

(Cnm )(n,m)l]N2 Com = &4 |:ﬂ)m

(5.8) Satz

00

Seien >’ a, und ' b absolut konvergent. Dannist ) a,by eine absolut konvergente

k=0 1=0 k.l

Doppelreihe, d.h. EC:Zn:Zm:|akb,|sC On,m und es gilt

san<($a)f5n)
Beweals:

>3 an|=[ a0l )<( Zal|f 30l

(5.9) Korollar
Sel d, :Zk:ar B, .
Danngiltidk=i(zk: j Zak qu

(5.10) Beispiel
Sa =3 % =epw
b= il—: = exp(y)
exp(x) [exp(y) (Zk;% Bi(ky j).}
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Binomiatheorem = i (x+ y)* =exp(x+y)
k=0

=~

Also gilt:
exp(x) [exp(y) = exp(X +Y)

Sel e=exp(l) = i% = exp(n) =exp(l+...+1) =¢€"
k=0 K

exp(X) [exp(—x) = exp(x+ (—x)) =exp(0) =1= exp(-Xx) =

exp(n)=e" 0OnOZ
Es gilt auch exp(%j =t/em =en
Definiere e :=exp(x) OxOR

Mathematik fUr Informatiker - Analysis

exp(x)
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