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83 Rethen

Sei (an )(n)

(3.1) Definition

DieFolge b, := z a, heil3t die unendliche Reihe der a,.

k=0

O iak ,Z.B. ik = (n(n+1)j
k=0 k=0 2 0

Wenn Z a, konvergiert, so heif¥t die Reihe konver gent, andernfalls diver gent.

k=0

0 n
Ist > a, konvergent, sowird der Limes auch mit )’ a, bezeichnet.
k=0 k=0

Dieser heif¥ die Summe der Reihe.

Die Folge (a, )(n) hei3t dann summierbar.

b, heifd die n-te Partialsumme.

Jede Folge (a, )(n) kann als Reihe geschrieben werden.
Cc,=a, ,C,=a,—-a,, ULn=21

CG¥C=a,ta —a,=q
CGtC*tC, =a ta, —a, =a,

> a, ist konvergent mit Summe a
k=0

= Ue>00h, ON On=n,:

a- iak

k=n+1

d.h. <& Onzn,

(3.2) Cauchy-Kriterium

m
dal<e

k=n+1

Zak ist genau dann konvergent, wenn [e >0[h, N On, <n<m:
k=0

Bewes: (1.21) fur Partialsummen
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(3.3) Korollar

st Zak konvergent, so gilt lima,, =0, d.h. (an)(n) ist Null-Folge.

k=0

Beweis:
(32 Ue>0[h, On=

n
28
k=n

“la/<e

Mo

= Behauptung

I Die Umkehrung gilt nicht !

(3.4) Beispiele

(1) , geometrische Reihe"

Sei qOR, > q“, Partialsumme:
k=0

Ist [o =1= ‘q"‘ >1= iq" ist divergent
k=0

k=0

Da limg™ =0 fir | <1, gilt:

Falls | <1, o isf

2.9

k=0

1

1-q

1-97

2.9 =

n+l

1-q

insbesondere ist iq" konvergent O|g <1
k=0

(2) ,,harmonische Reihe*

1 1 1 1
Z—=1+—+—+—+
=1 K 2
2" 1
Betrachte ZE: b,
k=1

.. st divergent

1_1

— 2 _
k 2"

2n—1

Zl + 2n—1 Gl

=} 2"

Ol<k<?2"

gzl
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2n
= 1 > n[—];—: = Folge der Partialsumme ist nicht beschrankt

n
a K 2

= Z% ist divergent
k=1

(3.5) Satz

[

Seien > a, und )b, konvergent. Sei cOR. Dann sind ) (a +b,) und > ca,
k=0 k=0

k=0 k=0

konvergent und es gilt: > (a, +b,)=>a +> b, und Y ca, =c) a,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Beweis:

Esgilt Y (a,+b)=> a +> b,
k=0 k=0 k=0

Bilde lim
Z(ak +bk):Zak +Zbk siehe (1.16)
k=0 k=0 k=0

Bemerkuna:

(3.5) besagt, dass die summierbaren Folgen einen Untervektorraum im Vektorraum aller
Folgen sind.

Konvergenzkriterien:
Eine Folge (a,), ., heif}t alternierend, wenn die a, abwechselndes Vorzeichen haben.

(nON)

(3.6) Leibnizkriterium

Sei (a,),n €ine aternierende Folge und ((a,|) = sei monoton fallende Nullfolge. Dann ist

(nON) (nON)

> a, konvergent.
k=0

Beispidl:

, aternierende harmonische Re he’

a, =(-)"* =+ 1L -
n

gl
ol

Bl

N |-
Wl
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G g

Yo 8% Mk 1

& &, %
(3

2) 3 4
Beweis:
oE. a,>0, a <0, a,>0,..
Seibnzzn“ak
k=0

= b2n > b2n+1 = bZn + a'2n+1’ a'2n+1 < O

Behauptung: (b, ) .., ist monoton fallend
(201) iy 1St MONOtON Steigend

b2n+2 = bZn + a'2n+1 + a2n+2 |a2n+1| 2 |a2n+2|
~Qyn 2 Ay
= by S by, =02a,, +ta,,,

= b2n 2 bZn + a'2n+1 + a2n+2

b2n+3 = b2n+1 REC Y - PR
[ —
20
= b2n+l < b2n+3

b,, —b,,, =a,, konvergiert gegen 0
= limb,, =1limb,,,
n- o

n-oo

ist konvergent = >"a, ist konvergent 0
k=0

= (b,)

(nON)

> (=D« Lis konvergent
=] k

(3.7) Definition

EineReihe ) a, heif¥ absolut konvergent, wenn die Reihe ) |a,| konvergiert.
k=0 k=0
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Fur jede Reihe iak ist i|ak| monoton steigend.
k=0 k=0

(3.8) Lemma
i a, ist genau dann absolut konvergent, wenn i|ak| beschrankt ist.
k=0 k=0
Bewels:

(Zn]ak |j ist monoton steigend.
ndN

k=0

Aus (1.15) (monotone Konvergenz) folgt die Behauptung.

(3.9) Korallar

Seien »'a, und > b, absolut konvergent. Dann sind ) (a, +b,) und > cl&, absolut
k=0 k=0 k=0 k=0
konvergent.

Beweis;

> lac+b= X fal+ > faf< > [a+ > b
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

= 1.Behauptung - 2.Behauptung analog

(3.10) Satz

Sei > a, absolut konvergent. Dannist > a, konvergent und es gilt

k=0 k=0

> a,
k=0

<l

Bewels:
Idee: Cauchy-Kriterium

Sei £>0 . [hy,:On=mz=n,: Zn:|ak|<£
k=m

2.8
k=m

Esqilt

gzn:|ak| <¢ On=mz=n,
k=m

n

= Die Partialsummen [Z akj bilden eine Cauchy-Folge, d.h. sie erfllen Kriterium (1.21)
ncN

k=0
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= ) a, istkonvergent
k=0

Cauchy-K. -

Aus

2.8
k=m

< Zn:|ak| folgt die Abschitzung
k=m

I Nicht jede konver gente Rethe ist absolut konver gent !

(3.11) Definition

Die Reihe ibk heiflt M ajorante fur iak , wenn fur fast allen gilt: [a,|<|b,|
k=0 k=0

(3.12) Mgjorantenkriterium

Sei gbk absolut konvergent und eine Majorante fiir % a, .

Dannist )" a, absolut konvergent.

k=0

Bewels:
Sei |a,|<[b,| firale n=n,. Sei n=n,

=3al=3al+ Sal <3al+ b

k=ny+1 k=ny+1

< i|ak| + i|bk| = Behauptung
k=0 k=0

Die wichtigste Reithe a's Mgjorante ist die Reihe
cD q* 0<q<1
k=0

(3.13) Quotientenkriterium

Sei ) a, eine Reihe mit a #0 fir fast alle n. Es gebe eine Zahl 0<q<1 derart, dass
k=0

o

<q fir fast alen.
a|

Dann gibt es eine Majorante der Form ¢}’ g*
k=0
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Insbesondereist ' a, absolut konvergent.

k=0
A
Esgdte -™{<qg<1 On=n,
nzn, 2] <Jan| <o, |0 < ......... <[, | ™
=Ll
Ll
C
=la,.,/sCm™ On>n,
Bewels:
Sel n, 0N s, dass [In>n, gilt: |a“+]1
o , b ailt: |an| <q<1
=la[<q™™ fa,| On=n
a,
= ano mk
——
C
:ic 9" ist Magjorante fur iak — Behauptung
k=0 k=0
Bemer kungen

(1) Das Quotientenkriterium ist anwendbar, wenn (|a“+l|] konvergent mit Grenzwert

2|
g<l1.
(2) Es reicht nicht, dass |2/ <1 fiir fast allen.
a,
o1 ., . . .
Bsp.: a, = :‘z <1 1 geometrische Reihe als Majorante
(3.14) Beispiel
(1) Sei xOR
exp(x):= > —
p(X) 27
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X
e — n+l
| |
(+nt 0 X W 1 falls n>2x
X" (n+1)! |x|” n+l 2
n
= ZF ist absolut konvergent
k=0 M-
(2 exp:R - R
o k
X exp(X) = Z% heift Exponentialfunktion
k=0 K

(3.15) Wurzelkriterium

Sei > a, eineReihe. Esgebe eine Zahl 0<q<1 derart, dass y|a,| < q fir fast alen.

k=0

Dannist " a, absolut konvergent.
k=0

Beweis:

Fur fast allen gilt |a,| < g" = ) g* ist Majorante = Behauptung
k=0

Bemerkung:
, qu“ fir ein 0<q<1 ist quivalent zu Fna/m <1

All diese Kriterien sind hinreichend, aber nicht notwendig!

(3.16) Beispiel
Seir=2, rN
> 1.
= ZF ist absolut konvergent
k=1
Esgenlgt, r =2 zu betrachten
1
s )
(k+D)°  _ (ijEll 1
1 k+1 "
K?
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Trick:
n 1 n n 1 1
= 1+ [ —
kz;‘k2 Z:;k(k -1 é((k_l) kj
(1 1) (1 1) (1 1) (1 1)
e el Bl Il B (il I SOOI +H—-=
1 2 2 3 3 4 n+l n
=1+1—132
n

= zk—lz absolut konvergent

k=1

Seite -9-



	§3 Reihen
	(3.1) Definition
	(3.2) Cauchy-Kriterium
	(3.3) Korollar
	(3.4) Beispiele
	(3.5) Satz
	(3.6) Leibnizkriterium
	(3.7) Definition
	(3.8) Lemma
	(3.9) Korollar
	(3.10) Satz
	(3.11) Definition
	(3.12) Majorantenkriterium
	(3.13) Quotientenkriterium
	Bemerkungen
	(3.14) Beispiel
	(3.15) Wurzelkriterium
	(3.16) Beispiel


