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§2 Suprema und I nfima

Se @M UOR

M nach oben beschrankt: [COR: x<C [OxOM
M nach unten beschrankt: [(COR: C<x OxOM

C heildt eine ober e bzw. untere Schranke fir M.

(2.1) Satz

Sel @ # M 0O R nach oben beschrénkt. Dann besitzt M eine kleinste obere Schranke C, .

Jede nach unten beschrankte Menge besitzt eine groféte untere Schranke.
C, ist obere Schranke und ist C irgendeine obere Schranke, soist C, < C.

Bewels:
Konstruiere Folgen (x, ),y +(Cy )y, mit

a) (x,) monoton steigend
b) (C,) monoton fallend
c) [n:C, ist obere Schranke fur M
=X,<C
d OnxOM: x, <X
e) limx, =1imC,
Sel x, M, C, sei obere Schranke
Seien x,,C, konstruiert mit Eigenschaften (a), (b), (c), (d)

: X, +C

Se|yn+1: n2 . anyn+1scn
1.Fall:
Y,., 1St obere Schranke

Coi = VYo X = X, = X,.1,C,,., haben alle Eigenschaften
2.Fall:
Y,., 1St keine obere Schranke

= D(D M : yn+1 <X Setze Xn+1 = yn+1 7Cn+1 = Cn

C, X, :Cl—__lxl = limx, =1imC, =C,

2n Nnooo Nnooo

Behauptung: C, ist kleinste obere Schranke fir M
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* C, ist obere Schranke: Wéare xOM mit x>C,
=, ON: x>C, 2C, # da C, obere Schrankeist
= Behauptung

+ S@C<C, =C<x, <C,

(:(SD(DM X, S X :>C<x = Cist keine obere Schranke

= Behauptung

Untere Schranke analog
Die kleinste obere Schranke vom M heil3t Supremum von M. sup M
Die grofdte untere Schranke von M heif3t | nfimum von M. inf M
Beispid:
Se a<bOR

[a,b] ={xOR:a<x<l  abgeschlossenes Intervall

[a,b)={xOR:a<x<b

{
(ab] {xDR:a<xsk}
(a,b)={xOR:a<x<@ offenesintervall

supla, b] = b = sup(a, b)
inf[a,b] =a=inf(a,b)

S @ONDOM =supN <supM
inf N =inf M
Sei M beschrankt = M O [inf M,supM]

S (a,),, Folge nach oben beschrankt

P (3, ) = supfa, NN }

Sei (a,),, nach oben beschrénkt, sei M die Menge der H.P.von (a,),.Sé M # @
Sei a:=sup M, a hei}t Limes superior der Folge (a, ), : lim(a,)
Analog: lim(a,) :=inf M

Limesinferior, fals (a,)

("

 Nach unten beschrankt und M # @.

(2.2) Satz

Sei (a,),, nach oben beschrankt und besitze einen H.P.
(@ a:=lim(a,),, ist der grofte H.P. der Folge
(b) Fur cUR sind &quivaent

(1) c=lim(a,),,
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(2) Oc'>c gibt eshochstensendlich viele n:a, = ¢' und [c''< ¢ gibt esunendlich viele
n:a,=c

Beweis:
@ Se £>0

— AOM :a—%<a‘sa

= a istHP = Dunendiichvidlen mit [a—a,[ < = [a-a,[ <+ =«
= aistH.P
=(a)

(b) (1)=>(2) Seic=a Sei ¢'>C
N:={n:a, >c} WareN unendlich
= (a, )(n) ist beschrankt und a, =c¢' OnON
= (an)(n) hat HPb =b=>c
=bistH.P. (a,), dso bOM undb>a »
Sel ¢''<c. Annahme O nur endlich vielen mit a, > c"
=[h,: On=n,: a,<c'<c
= jeder H.P. bist kleiner oder gleich c"
= C''< a ist obere Schranke fir M N

2=>(1)
Beh.cistHP. Se £€>0 ,c''=c-& ,c'=c+¢

= Ounendlichviele n:a, >c" und nur endlichvielen:a, 2c+¢
= Ounendlichvide nic-£<a, <c+s& =|c-a|<¢
= cistH.P.

c+c'

Seic'>c,Se ¢ = c<c<c

Esgibt nur endlichvide n:a, 2¢ = c' istkein H.P.

= c=lim(a,)

=(b)
Beispidl:
1 :
a, =— lima, =0
n n-e

s (a,) konvergent = lima, =lima, =lima,

n- oo

DnDN:l>m(£j
n n (n

a, =0=a_ =lima, OnON
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