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§2 Suprema und Infima 
 
Sei Ø ⊆≠ M  R 
 
M nach oben beschränkt: ∈∃ C R : MxCx ∈∀≤  
M nach unten beschränkt: ∈∃ C R : MxxC ∈∀≤  
 
C heißt eine obere bzw. untere Schranke für M. 
 
 

(2.1) Satz 
 
Sei Ø ⊆≠ M  R nach oben beschränkt. Dann besitzt M eine kleinste obere Schranke 0C . 
Jede nach unten beschränkte Menge besitzt eine größte untere Schranke. 

0C  ist obere Schranke und ist C irgendeine obere Schranke, so ist CC ≤0 . 
 
Beweis: 
Konstruiere Folgen ( ) ( )

++ ∈∈ NN nnxn Cx ,  mit 

a) ( )nx  monoton steigend 
b) ( )nC  monoton fallend 
c) nCn :∀  ist obere Schranke für M 
d) xxMxn n ≤∈∃∀ :  
e) nnnn

Cx
∞→∞→

= limlim  

 
Sei Mx ∈1 , 1C  sei obere Schranke 
Seien nn Cx ,  konstruiert mit Eigenschaften (

Sei 
21

nn
n

Cxy +
=+   nnn Cyx ≤≤ +1

 
1.Fall: 

1+ny  ist obere Schranke 
 1111 ,:,: ++++ ⇒== nnnnn xxxyC
 
2.Fall: 

1+ny  ist keine obere Schranke 
 xyMx n <∈∃⇒ +1:  Setze x

 1
11 limlim

2
CxxCxC

nnnnnn =⇒
−

=−
∞→∞→−

 
Behauptung: 0C  ist kleinste obere Schranke

Cx ≤⇒
 Seite - 1 - 

a), (b), (c), (d) 

 

1+nC  haben alle Eigenschaften 

nnnn CCy == +++ :,: 111  

0: Cn =  

 für M 

nn
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• 0C  ist obere Schranke: Wäre Mx ∈  mit 0Cx >  
∈∃⇒ 0n N : 00

CCx n ≥>  ! da 
0nC  obere Schranke ist 

⇒  Behauptung 
• Sei 00 0

CxCCC n ≤<⇒<  
⇒<⇒≤∈∃⇒ xCxxMx nd 0

:
)(

 C ist keine obere Schranke 

⇒  Behauptung 
 
Untere Schranke analog 
 
Die kleinste obere Schranke vom M heißt Supremum von M. sup M 
Die größte untere Schranke von M heißt Infimum von M.  inf M 
 
 
Beispiel: 
Sei R∈< ba  

[ ] { }bxaRxba ≤≤∈= :,  abgeschlossenes Intervall 
[ ) { }bxaRxba <≤∈= :,  
( ] { }bxaRxba ≤<∈= :,  
( ) { }bxaRxba <<∈= :,  offenes Intervall 
 

[ ] ( )babba ,sup,sup ==  
[ ] ( )baaba ,inf,inf ==  

 
Sei Ø MNMN supsup ≤⇒⊆⊆  
   MN infinf ≥  
Sei M beschränkt [ ]MMM sup,inf⊆⇒  
 
Sei ( ) )(nna  Folge nach oben beschränkt 

sup ( ) )(nna  := { ∈nan :sup N }  
 
Sei ( ) )(nna  nach oben beschränkt, sei M die Menge der H.P. von ( ) )(nna . Sei ≠M  Ø 

Sei a := sup M, a heißt Limes superior der Folge ( ) )(nna : )(lim na  

Analog: Man inf:)(lim =  
Limes inferior, falls ( ) )(nna  nach unten beschränkt und ≠M  Ø. 
 
 

(2.2) Satz 
 
Sei ( ) )(nna  nach oben beschränkt und besitze einen H.P. 

(a) ( ) )(lim: nnaa =  ist der größte H.P. der Folge 

(b) Für ∈c R sind äquivalent 
(1) ( ) )(lim nnac =  
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(2) cc >∀ '  gibt es höchstens endlich viele ': can n ≥  und cc <∀ ''  gibt es unendlich viele 
': can n ≥  

 
Beweis: 
(a) Sei 0>ε  

aaaMa ≤<−∈∃⇒ '
2

:' ε  

'a⇒  ist H.P ∃⇒  unendlich viele n mit εεεε =+<−⇒<−
222

' nn aaaa  

⇒  a ist H.P 
⇒ (a) 
 

(b) (1) => (2) Sei ac =  Sei c’>c 
{ }':: canN n ≥=  Wäre N unendlich 

( ) )(nna⇒  ist beschränkt und ∈∀≥ ncan ' N 

( ) )(nna⇒  hat H.P b 'cb ≥⇒  

b⇒  ist H.P. ( ) )(nna  also Mb ∈  und ab >    ! 

Sei cc <'' . Annahme ∃  nur endlich viele n mit ''can ≥  
ccannn n <≤≥∀∃⇒ '':: 00  

⇒  jeder H.P. b ist kleiner oder gleich ''c  
ac <⇒ ''  ist obere Schranke für M  ! 

 
(2) => (1) 
Beh. c ist H.P. Sei εεε +=−=> cccc ',:'',0  

∃⇒  unendlich viele '': can n >  und nur endlich viele ε+≥ can n:  
∃⇒  unendlich viele εεε <−⇒+<<− nn accacn :  

⇒  c ist H.P. 
 

Sei cc >' , Sei 
2

'~ ccc +=   '~ ccc <<  

Es gibt nur endlich viele '~: ccan n ⇒≥  ist kein H.P. 

)(lim nac =⇒  
⇒ (b) 

 
 
Beispiel: 

n
an

1=   0lim =
∞→ nn

a  

ist ( )na  konvergent nnnn aaa
∞→

==⇒ limlimlim  

∈∀ n N : 
)(

1lim1
nnn







>  

∈∀≥⇒= naaa nnn lim0 N 
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