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8§10 Taylor polynome und lokale Extrema

(10.1) Einfuhrung

Sei p(x) =) a X' einePolynomfunktion, und sei x, OR .
i=0
Dann kann man p(x) schreiben als

P =8 (X=X + %)

:i@('ﬂaxoi“'j(x—xo)'

=3 b,(x=x,)’ O
wobei
bJ - i(lja XO K

(O heif3t die Entwicklung von p um den Punkt X, .

Esgilt nun

PP ()= b G- Ij—k+D(x=x)"™
i=k

= p™ (%) = by K

P (%)
k!

=b, =
Also
(k)
0(x) = Zp (Xo) x— %)X

Sei nun | :[a,b],
f :[a,b] -~ R nmal differenzierbar
undsei x, 01 .

Gesucht ist ein Polynom p(x) vom Grad n mit p®(x,) = f®(x,), 0sk<n.

Ansatz: p(x) = Zn:bl (X—X%,)'

i=0

wieoben (k) Q)
' =P (xo)_f k(IXO)
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: 1E(k)(Xo)
P(X) =D ——2=(x=X,)* hat diese Eigenschaft.

k=0
(10.2) Definition
n f("’(xo) K v .
Prx, (X) 1= Z (X=X,)" heifdt dasn-te Taylor polynom vonfin X, .
k=0
Beispidl:

Pry, () = (X)) + (% )(X=X%,) ist die Tangente an den Graphenvonfin X,.

(%)
P(x)

/ X

R,(X) =R, () = f(X) = P, (X) heif¥ das n-te Restalied.

Ziel: EineFormel fur R (X)), X, # X,

Sel dazu f (n+1) mal differenzierbar.
Betrachte fur x|

F (%) = Ppx (%)

n (k)
S8 400 = P, (%) = X 2 (% - ¥

) =)
= (%) = Pu (%) = A(%) ~ A(%)

Wir berechnen q'(x)
(k+1) (k)
a9 =y 0y " +zf k(-0 -

n f(k l)(X) n f(k)(x)
_g @ 04Ty e

_ 1" ,
= T(Xl = X)

Seinunr =(x —-x)"
Der Mittelwertsatz (9.3) liefert nunein & 0]x,,x[ (bzw. &0]x,, x|
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q(x) —a(%) _ q'(¢) __ ")
r(x)=r(x) rE  (n+!
Also

F(4) = oy, ()0) __ £9(8)

— (%, = %)™ (n+1)!

Damit ist bewiesen:

(10.3) Satz von Taylor

Sel finl (n+1)-mal differenzierbar. Seien x, # x, inl.
Dann existiert ein & O Jx,, %[ (bzw. &O]x,, x,[) mit

f (n+1) (E)
(n+12)!

f (%) = Py, (%) + (% = %)™
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