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§1 Folgen reeller Zahlen 
 

(1.1) Die reellen Zahlen 
 
 

Q   Z    bcad
d
c

b
a =⇔=  

 
R ⊇ Q 
 
 
 
 
 
 

(1.2) Eigenschaften 
 

I. Zu ∈ba, R ist ba + wohldefiniert 
Es gelten 

(a) Assoziativgesetz  )()( cbacba ++=++  
(b) Kommutativgesetz abba +=+  
(c) 0∈ R erfüllt  ∈∀=+ aaa 0 R 
(d) Sei ∈a R, a−  erfüllt 0)( =−+ aa  
 

II. Zu ∈ba, R ist ba ⋅  wohldefiniert 
Es gelten 

(a) Assoziativgesetz   )()( cbacba ⋅⋅=⋅⋅  
(b) Kommutativgesetz  abba ⋅=⋅  
(c) 1 erfüllt    ∈∀=⋅ aaa 1 R 
(d) Sei ∈a R, 0≠a , dann erfüllt 111 =⋅ −− aaa  
 

III. Distributivgesetz: cabacba ⋅+⋅=+⋅ )(  
 

IV. R ist total geordnet durch ≤  
Es gelten 

(a) Ist ∈≤ cba , R  cbca +≤+⇒  
(b) Ist ∈≤ cba , R, 0>c  cbca ⋅≤⋅⇒  
(c) Archimedisches Axiom: Seien 0, >ba  

Dann existiert ein ∈n N so dass ban >⋅  
 

 
Bemerkung: 
• Q hat dieselben Eigenschaften I-IV 
• Z ebenso außer II (d) 
• I-III sind genau die Merkmal eines Körpers. 







 ≠∈= 0,,: bba

b
a

-1 0 1 2

Zahlengerade 
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(1.3) Folgerungen 

(1.3.1) Folgerungen aus I-III 
 
 
(1) ∈∀=⋅ aa 00 R  (Z) 

Beweis: Es ist aa
cI

⋅+=⋅ )00(0
)(

 

  aa ⋅+⋅= 00  
  ))0((0 aa ⋅−+⋅⇒  = ))0((00 aaa ⋅−+⋅+⋅  
  0 = aa ⋅=+⋅ 000  
 

(2) Die Gleichung bxa =+  hat ∈∀ ba, R genau die Lösung ababx −=−+= :)(  (Z) 
Beweis: Sei x Lösung 

)(
)(0

)()(

abx
abx

abxaa

−+=⇔
−+=+⇔

−+=++−⇒
 

⇒=+=+−+=−++ bbbaaaba 0)())(( Behauptung 
 

(3) ∈n N aaan ++=⋅⇒ ...  
Beweis: aaaaaan ++=⋅++⋅=++=⋅ ...1...1)1...1(  

 
(4) )()( abba −=⋅−   (Z) 

Beweis:  00))(( =⋅=−+ bbaa  

)()(
0))((
0)(

abba
abab

baab

−=−⇒
=−+⇒
=⋅−+⇒

 

 
(5) aa =−− )(   (Z) 

Beweis: )()()(0)( aaaaaa −−=⇒−+−−==−+  
 
(6) Die Gleichung bax =  hat für alle ∈ba, R mit 0≠a  genau die Lösung 1−⋅= abx  

Beweis: wie (2) 
 

(1.3.2) Folgerungen aus I-IV 
 
(7) 00 ≥−⇔≤ cc  

Beweis: 0≤c  ccc −≤−+⇔ )(  
c−≤⇔ 0  

 
(8) 1>0 

Beweis: sonst wäre �1>0 
)(0)1)(1( bIV>−−⇒  

01 >⇒   ! 
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(9) 00 1 >⇒> −cc  
Beweis: Wäre 01 <−c  so wäre 

01 <⋅ −cc  
01 <   ! 

 
 
Distributivgesetz: 

∑ ∑∑∑
= ===








 ⋅=














 n

k

m

l
lk

m

l
l

n

k
k baba

1 111

 

 
Für ∈ba, R heißt ba −  der Abstand von a und b. 
 
 

(1.4) Lemma 
 
Es gelten 
(a) |||||| baba +≤+  �Dreiecksungleichung� 
(b) |||||||| baba +≤−  
 
Offenbar gelten 
• |||||| baba ⋅=⋅  
• 11 |||| −− = aa  
• || aa ≤  
 
Beweis: 
a.) ²|| ba +  )²( ba +=  

  

))((||||||
|)²||(|

²||||||2²||
²||2²||

²2²

bIVmitbaba
ba

bbaa
baba

baba

+≤+⇒
+=

++≤
++=

++=

 

 
b.) || b  || aba −+=  

  ||||||
||||

baab
aba

+≤−⇒
−++≤  

 Ebenso 

  Behauptungbaba
baba

⇒+≤−⇒
+≤−

||||||||
||||||  

 
Bezeichnung: 
Seien ∈ba, R 





>
≥

=
abfallsb
bafallsa

ba :),max(  

 
 
induktiv ),...,max( 1 naa  Maximum 
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analog  ),...,min( 1 naa  Minimum 
 
Worin unterscheiden sich Q und R? 
Q hat Löcher. 
Was ist ein Loch in Q? 
 
 

(1.5) Definition 
 
Sei I ⊆  Q bzw. I ⊆  R 
 
I ist eine offene untere Halbgerade, wenn gilt: 
(1) I hat kein größtes Element (offen) 
(2) Ist ∈x  I und ist ∈⇒≤ yxy I (Halbgerade) 
(3) I≠ Q, bzw. I≠ R 
 
 
Beispiele: 

I. Sei ∈a Q 
   }:{: axxIa <∈= Q  

aaxxaxIx a <+<⇒<⇒∈
2

 

⇒  x ist kein größtes Element 
 ayxyax <⇒≤<  
 

II.    }20:{: 2 <∨≤∈= xxxJ Q  
Sei ∈x  J: Ist ∈<⇒≤ 10 xx J 
Sei ∈x  J, 0>x  
 20²2 <>−⇒ xundx  

 
nnn

xn 1
²

1,1
5

²2: ≤>−∈∃ Q  

21






 +⇒

n
x  

²
112²
nn

xx +⋅+=  

   2²)2(²514² 2 =−+<+=++< xx
n

x
nn

x  

J
n

x ∈+ 1
⇒  x nicht größtes Element 

Eigenschaften (2) und (3) sind leicht! 
⇒  J offene Halbgerade 

 
Betrachtung: 
 
Betrachte C aI  und C  J in Q 
 C  aI ={ }axx ≥∈ :Q  
 C  J= { }2²0: >>∈ xundxx Q , da gilt: ∈∀ x Q ist 2² ≠x  
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Typ 1:  aI : C  aI  hat ein kleinstes Element a 
Typ 2:  J: C  J hat kein kleinstes Element a 
 
Eine Halbgerade vom Typ 2 beschreibt ein Loch in Q. 
 

V. Vollständigkeit von R 
 
Sei I eine offene Halbgerade in R 
Dann existiert eine Zahl ∈a R mit { }axRxI <∈= :  (Typ I) 

 
 

(1.6) Satz 
 
Sei ∈n N + , sei 0≥a  in R 
Dann existiert genau eine Zahl 0≥b  mit abn =  
 
 

(1.7) Satz 
 
Es gibt keine Zahl ∈x Q mit 2² =x  
 
Beweis: 

Angenommen 
b
ax =  erfüllt 2² =x  

 2
²
² =⇒

b
a  

 ²2² ba =⇔   (o.E.) ∈ba, N 
 

 
rppa ⋅⋅= ...1   sqqb ⋅⋅= ...1  

Primzahlzerlegung ist eindeutig 
 

rr ppppa ⋅⋅⋅⋅⋅= ......² 11  2r Primzahlen 

ss qqqqb ⋅⋅⋅⋅⋅= ......2²2 11  2s+1 Primzahlen ! 
 
 
⇒  Behauptung 
 
 

J ⊆  Q, offene Halbgerade mit C  QJ hat kein kleinstes Element (Typ 2). 
Sei ⊂J R offene Halbgerade ∈∃⇒ a R     R  
 

(1.8) Satz 
 
Sei abba n =>∃⇒≥ :0!0 , ∈n N +  

{ }axxJ <∈= :
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Beweis: 
Ist 00 =⇒= ba  ist die einzige Zahl mit 0=nb  
Sei 0>a  
Sei { }axoderxxJ n <≤∈= 0:: R  
 
Behauptung: J ist eine offene Halbgerade 
 
! Existenz 

Sei Jx ∈  

Falls 0≤x , so sei ∈m N a
m

am <<⇔>+
10:  

J
m

a
mm

n

∈⇒<≤





⇔ 111  

⇒  x ist kein größtes Element in J 
Sei Jxx ∈> ,0  
Wir zeigen: ax n <+>∃ )(:0 εε  

∑
=

− =







+=+

n

k

kknnn xAx
k
n

xx
1

),(:)( εεε  

Falls 11 ≥∀≤⇒< kk εεε  

 εεε ⋅















+=≤⇒ ∑

=

−

4434421
)(

1

),(),(

xC

n

k

knn x
k
n

xxBxA  

Es genügt zu zeigen: axCxn <⋅+>∃ εε )(:0  

Wähle 
)(xC

xa n−=ε  

Dann gilt 


⇒<+ ElementgrößteskeinhatJ

JinElementgrößtesnichtistxax n)( ε  

 
Leicht: Jx ∈  und Jyxy ∈⇒≤  

≠J R, da anaa n >++=+ ...1)1(  
⇒ ∃  b ∈  R mit J = {x ∈  R : x < b}, bn ≥ a, da b ∉  J 
Wäre bn > a, so folgt (wie oben) ∃  ε > 0 : (b - ε)n > a ! da abJb n =⇒∈− )( ε  
 
 

! Eindeutigkeit 
Sei 2121 0, bbbba nn ≤<==  
Wäre nn

Ind
bbbb 21.21 <⇒<  ! 

 

Bezeichnung: nn aab
1

: == , wobei 0≥b  und abn =  
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(1.9) Potenzen 
 
Sei ∈n N, ∈a R 
 na  definiert durch aaaa nn ⋅== +10 ,1  
Sei ∈n Z, 0<n  

 
n

n

a
a

−







= 1:  

 
Lemma: 
(a) mnmn aaa +=⋅  
(b) ( ) mnmn aa ⋅=  
(c) ( ) nnn baba ⋅=⋅  
 
 
Beweis (c): 

nnn baba ⋅=⋅ )(   für ∈n N durch Induktion (benutzt Kommutativgesetz) 
babaababab nnnn ⋅⋅⋅==+ )()()( 1  

   11 ++=⋅⋅⋅= nnnn babbaa  
∈n N 

nn
nnnn

n ba
babaab

ab −−− ⋅=





⋅






=






 ⋅=






= 11111)(  ⇒  Behauptung 

 
 
Quadratische Gleichungen: 
 

0² =++ qpxx   ∈qp, R 

0
42

22

=+−





 + qppx  Quadratische Ergänzung 

qppx −=





 +⇒

42

22

 

• falls ∃/⇒<− 0
4
² qp Lösung in R 

• falls qppxqp −=





 +⇒≥−

4
²

2
0

4
²  oder qppx −=






 +−

4
²

2
 

 

⇒ qppx −±−=
4
²

2
:2,1  
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(1.10) Definition 
 
Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung (Funktion) A:N# R 
Man benutzt häufig die Familienschreibweise 
 ( ) N∈nna  statt A, d.h. )(nAan =  
Auch Abbildungen N # R, wobei ⊆N NNNN heißen Folgen ( ) N∈nna . Ist N endlich, so heißt 
( ) N∈nna  eine endliche Folge. 
 
 
Im weiteren sei N eine unendliche Folge 
( ) N∈nna , ( ) N∈nnb  seien Folgen 
( ) N∈+ nnn ba   Summe von ( ) )(nna und ( ) )(nnb  

( ) N∈nnnba   Produkt von ( ) )(nna und ( ) )(nnb  
 
( ) N∈nna  Folge ⊆N NNNN ( ) Nnna ∈⇒  heißt Teilfolge von ( ) N∈nna  
 
 

(1.11) Konvergenz 
 
Definition: 
Sei ( ) Nnna ∈  Folge in R. Sie heißt konvergent ⇔:  es gibt eine Zahl ∈a R derart dass gilt: 

∈∃>∀ 00 nε NNNN   ε<−≥∀ naann :0  
Ist ( ) )(nna  konvergent, so heißt a der Grenzwert (Limes) von ( ) )(nna  

nn
aa

∞→
= lim  

 
 

(1.12) Beispiele 
(1) 

n
an

1=  , 1≥n  

( ) ,0 → ∞→nna  

Sei 0>ε . Dann ε<− 01
n

 

ε

ε

1

1

>⇔

<⇔

n
n  

Wähle 
ε
1

0 >n  

 
ε

ε

<≥∀⇒

>≥≥∀⇒

n
nn

nnnn

1
:

1
:

0

00
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(2) 
n

an
1=   01lim =

∞→ nn
 

Sei 0>ε  

²1

101

ε

εε

<⇔

<⇔<−

n

nn  

Wähle ∈0n NNNN εε <≥∀⇒<
n

nn
n

1:²1: 0
0

 

 

(3) Sei ∈q R,   1<q ,   n
n qa = ,   ∈n NNNN     (z.B. 0

2
1 →







n

) 

Behauptung: 0lim =
∞→

n

n
q  

o.E. 0>q , sei sogar 0>q   )1( δ−=q  0>δ  

Betrachte: 11 >−q  
       '11 δ+=−q ,    0'>δ  

( ) '1...
2

'1)'1(1 δδδ ⋅+>







+⋅+=+=− n

n
nq nn  

Sei 0>ε  
ε<nq  ε<⇔ nq:  

  ( )
ε
11 >⇔ − nq  

wähle ∈0n NNNN so dass 
ε

δ 1'0 >⋅n  

 ( )
ε

ε
δδ

ε
δδ

<≥∀⇒

>>+>≥∀⇒

>⋅≥⋅≥∀⇒

−

n

n

qnn

nnqnn

nnnn

:

1''1:

1'':

0

1
0

00

 

 
(4) Sei ∈c R  ncan ∀=  

cann
=

∞→
lim  

Sei ∈∀> n:0ε NNNN ε<=− 0: can  
 
 

(1.13) Definition 
 
Eine Folge ( ) N∈nna  heißt nach oben beschränkt (bzw. nach unten beschränkt) 
 ∈∃⇔ C: R ∈∀≤ nCan: N 
 (bzw. ∈∃ C R ∈∀≥ nCan: N) 

)( na beschränkt: ∈∃ DC, R nDaC n ∀≤≤:  
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(1.14) Satz 
 
Sei ( ) )(nna  konvergent 

Dann ist ( ) )(nna   beschränkt 
 
Beweis: 
Sei nn

aa
∞→

= lim , sei 1=ε  

aaaa
aannn

nn

n

+−≤⇒
<−≥∀∃⇒ 1:: 00  

Sei ( )1,,...,max:
00 += aaaC n  

nCaC n ∀<<−⇒    ⇒  Behauptung 
 
 
Also: n

na )1(−=  ist beschränkt aber nicht konvergent. 
 
 

(1.15) Definition 
 
( ) N∈nna  heißt monoton steigend, wenn ∈∀≤ + naa nn 1 N 
monoton fallend naa nn ∀≥⇔ +1:  
falls ( ) )(1 nnnn aaa ⇒< +  streng monoton steigend (analog streng monoton fallend) 
 
 

(1.16) Satz 
 
Eine monotone (steigend oder fallend) Folge ist genau dann konvergent, wenn sie beschränkt 
ist. 
 
 
Beweis: 

""⇒  (1.13) 
""⇐  Sei ( ) N∈nna  monoton steigend und beschränkt 

Sei { ∈= xI : R ∈∃ n: N }nax <:  
 
Behauptung1: I ist eine offene Halbgerade 
Sei naxnIx <∃⇒∈ :  

Sei n
n axxaxx <<⇒

+= '
2

'  

⇒  x� ∈  I 
⇒  x ist nicht größtes Element 
⇒  I hat kein größtes Element 
Ist IyxyIx ∈⇒≤∈ ,  
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)( na  beschränkt ∈∀<∃⇒ nCaC n: N 

   
1Behauptung⇒

≠⇒
∉⇒

RI
IC

 

Vollständigkeit { ∈=∃⇒ xIa : R }ax <:  
 
Behauptung 2: nn

aa
∞→

= lim  

Sei Ia ∈−⇒> εε 0  

naan <−∃⇒ ε:0  
Es gilt naan ∀≤ , da Ia ∉  
 
Es folgt 

0

00

nnaaaa
nnaaaa

nn

nn

≥∀<−=−⇒
≥∀≤≤<−

ε
ε

 

⇒  Behauptung 
 
monoton analog oder durch Übergang zu ( ) Nnna ∈−  
 
 

(1.16.1) Bernoullische Ungleichung 
 
Sei �1<h, ∈n N, dann gilt 
 nhh n +≥+ 1)1(  
 
Beweis: 
Falls ⇒≥ 0h Behauptung (binomische Formel) 
Sei h<0 Induktion über n 
I.S. hnnhhnhnhh n )1(1²)1(1)1()1()1(

0

1 ++≥+++=++≥+
>

+

321
 

 
Beispiel: 

• 1,11 ≥





 += n

n
a

n

n  

 
Behauptung: naa nn ∀≤ +1  (monoton steigend) 

n

n

a
a 1+  








+
+⋅



















+

+
+

=







 +









+
+

=

+

1
1111

1
11

11

1
11

1

n
n

n

n

n

n

n

n

 

 









+
+








+

−≥







+
+⋅








+

−=









+
+⋅








+
+=

1
11

)²1(
1

1
11

)²1(
11

1
11

)²1(
)2(

.

. nn
n

nn

nn
nn

B

U

n

n
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1

1
)³1(

1
)²1(

1
)²1(

11

1
11

)²1(
1

1
11

+<⇒

>







+

+
+

+
+

−=









+
+⋅








+

+
+

−=

nn aa
nnn

nnn

 

 

• 
111

+







 +=

n

n n
b nn ba <⇒  

n

n

b
b 1+  








+
+⋅



















+

+
+

=







 +









+
+

=

+

+

+

1
1111

1
11

11

1
11

1

1

2

n
n

n

n

n

n

n

n

 

nn

B

Un

n

n

bb
nnn

nnn
n
n

nn
nn

n
nn

nn

nn

n

nn
n

nn
nn

<⇒

<
+++

++=
+
+⋅

++
+=









+
+⋅









+
++

≤







+
+⋅









+

+

=









+
+⋅









+
+

=









+
+⋅








+
+=

+

+

+

+

1

.

.1

1

1

1
14²4³

4²4³
1
2

13²
)2(

1
11

)2(
11

1
1

11

)2(
11

1

1
11

)2(
)²1(

1
1

11
)²1(
)2(

 

 
Also: 111 bbbaa nnnn ≤≤≤≤ ++  
 

nn
a

∞→
∃ lim  ebnn

:lim ==
∞→

 

...7181,211lim ==





 +

∞→
e

n

n

n
 

 
 

(1.17) Satz 
 

Seien ( ) ( ) )()( , nnnn ba  konvergente Folgen mit bbaa nnnn
==

∞→∞→
lim,lim . Dann gilt 

(a) baba nnn
±=±

∞→
lim  

(b) baba nnn
⋅=⋅

∞→
lim  

(c) Ist 0≠b  so gilt 0≠nb  für fast alle n, etwa 0nn ≥∀  und 
b
a

b
a

n

n

nn
n

=
≥

∞→
0

lim  
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Beweis: 
(a) Es gilt bbaababa nnnn −+−≤+−+ )(  

Sei 
2

,
2

::0 00
εεε <−<−≥∀∃⇒> nn bbaannn  

ε<+−+≥∀⇒ )(:0 babann nn  
 

(b) abba nn −  )()( aabbba nnn −+−=  

aabbba nnn −⋅⋅−⋅≤  

nCbCaC n ∀≤≤∃ ,:  

Sei 00 2
,

2
:0 nn

C
aa

C
bbn nn ≥∀<−<−∃> εεε  

εεε =⋅+⋅<−⇒
C

C
C

Cabba nn 22
 

 

(c) Sei 
2

|| b=ε  

0
22

2
||:: 00

>=−>−−≥⇒

<−≥∀∃

bb
bbbbb

bbbnnn

nn

n

 

 
Sei 0>ε  

bb
bb

bb n

n

n ⋅
−

=− 11  

 
Sei 0,:0 nnCbCbC n ≥∀>>>  

11 : nnn ≥∀∃  

b
a

b
a

bb

bb
C

bb

Cbb

n

n

n
n

nn

n

→⇒=⇒

≤
⋅

⋅<−⇒

⋅<−

∞→

11lim

²11

²

εε

ε
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(1.18) Beispiele 
 

(1) 
2²

3²2
+−

+=
nn

nnan  

2
1
2

²
211²

32²
= →







 +−







 +

= ∞→nn

nn
n

n
n

a  

 
(2) 25 45 +−= nnan  

43421
naff

n nn
na

...2/1

5
5 251

>







 +−=  na⇒  nicht beschränkt ⇒  nicht konvergent 

 

(3) 
1³

²³2
4 +−

+−=
nn

nnnan  







 +−







 +−

=

4
4 111

²
112³

nn
n

nn
n

 

0
111

²
112

1

4

 →






 +−







 +−

= ∞→n

nn

nn
n

 

 
(4) Sei 0lim10 =⇒<<

∞→

n

n
qq  

qqq nn ⋅=+1  
)(0 1 nnn qqq ⇒<< +  ist konvergent 

Sei n

n
qa

∞→
= lim  Sei qqqb nn

n ⋅== +1  

aqb n
n == +1limlim  auch aqqqq n

n

n ⋅=⋅=
∞→

+ limlim 1  

0=⇒⋅= aaqa , (mit q > 0) 
 

(1.19) Definition 
 
Sei ( ) N∈nna  eine Folge 

∈a R heißt Häufungspunkt von )( na  wenn gilt: 
0>∀ ε  gibt es unterschiedlich viele ∈n N ε<− aan:  

Beispiel: 
n

na )1(−=  

1201
201

+=∀<=+
=∀<=−

mna
mna

n

n

ε
ε
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Äquivalent: ∈∀>∀ m0ε N ε<−≥∃ aamn n:  
 
�⇒ � Sei a H.P. Sei ∈m N ε<−≥∃⇒ aamn n:  da es ∞  viele solche n gibt 

� ⇐ � Sei ∈kn N : knk ≥  und ε<−
knaa  

 solche kn  existieren { ∈knk : N }  ist unendlich 
 
 
Beispiele: 
(1) n

na )1(−=  
⇒ 1 und �1 sind H.P. von ( ) N∈nna  
 

(2) Sei ( ) Nnna ∈  konvergent, sei nn
aa

∞→
= lim  

⇒ a ist H.P. von ( ) N∈nna  und es ist der einzige! 
 

(3) 


=

ungeradenn
geraden

an

0
 

⇒ ( ) )(nna  nicht konvergent, 0 ist der einzige H.P. 
 

(4) nan =  hat keinen Häufungspunkt 
 
 

(1.20) Satz von Bolzano-W
 
Sei ( ) N∈nna  eine beschränkte Folge. Dann hat ( ) N∈nna  mind
 
 
 
 
 
Beweis: 
Es existieren :cb <  ncab n ∀<≤  
 
Definiere Zahlen nn cb ,  mit 
a) [ ]nn cb ,  enthält unendlich viele Folgenglieder 
b) 1+≤ nn bb  , ncc nn ∀≤ +1  

c) nnn
bcbc

2
00 −=−  

 
Sei ccbb == :,: 00  
Seien  konstruiert 

Sei 
2

:1
nn

n
cbd +=+  

 

1-1 

 

1a 2a a4a3a

nb ncnd
eier

estens e

0

na2

0

straß 

inen H.P. 

12 +na
0
 c
b
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1.Fall 
In [ ]1, +nn db  liegen unendlich viele Glieder 
Setze 11 ++ = nn db , 11 ++ = nn dc  
 
2.Fall 
In [ ]1, +nn db  liegen nur endlich viele der na  
⇒ In [ ]nn cd ,1+  liegen unendlich viele der na  
Setze 11 ++ = nn db , nn cc =+1  
 

nb  monoton steigend und beschränkt ⇒  konvergent 
Sei nnnn

cba
∞→∞→

== limlim  

 
Behauptung: a ist H.P. der Folge ( ) )(nna  

Sei ∈∃> m.0ε N ε<− mm cb:  

[ ] ε<−∈∀⇒ xacbx mm :,  , da mm cab ≤≤  

[ ] ε<−∈∀⇒ nmmn aacba :,  
 
Davon gibt es unendlich viele n.   ┘ 
 
 
Beispiel: 
 

1
1  

2
1  

3
1  

4
1  

5
1  

 

 
2
2  

3
2  

4
2  

 

  
3
3  

4
3  

 

   
4
4  

 
 

1
1

0 =a   Sei 
n

n
n q

pa  ungekürzter Bruch 

 










−>+
+

−≤+
−
+

=+

111

11
1
1

1

nn
nn

nn
n

n

n

qpfalls
qp

qpfalls
q
p

a  

 
na  ist beschränkt. [ ]1,0  ist die Menge der H.P. 

( ]1,0∩  
Q
Seite - 17 - 
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(1.21) Satz 
 
Sei a ein H.P. der Folge ( ) N∈nna  
Dann existiert ein Teilfolge ( ) Nnna ∈  mit aan

Nn
n

=
∈

∞→
lim  

 
Beweis: 

Definiere Zahlen ( ) N∈nna  mit 
1

1,1 +
<−>+ k

aamm
kmkk  

Solche km  existieren, da 
1

1
+

<−
k

aan  für unendlich viele n gilt. 

Sei { ∈= kmN k , N }  ist unendliche Menge 

Sei ∈0k N +  
0

0
1:
k

aakk
km <−≥∀⇒  aan

Nn
n

=⇒
∈

∞→
lim  

 
 

(1.22) Cauchysche Konvergenzkriterien 
 
Sei ( ) N∈nna  eine Folge. Genau dann ist )( na  konvergent, wenn gilt: 

∈∃>∀ 00 nε N: ε<−≥∀ mn aanmn :, 0  
 
 
 
 
 
Beweis: 
Sei ( ) )(nna  konvergent nn

aa
∞→

= lim  

2
::0 00

εε <−≥∀∃>∀ naannn  

ε<−+−≤−≥∀⇒ nnmn aaaaaanmn :, 0  
 
Es gelte das Kriterium 
Behauptung 1: ( ) )(nna  ist beschränkt 

Beweis: Sei 1:,:1 00 <−≥∀∃⇒= mn aanmnnε  

 1:
0

0
0 <−≥∀⇒

= nnnm
aann  

 1
000

+<−+≤⇒ nnnnn aaaaa  

 Sei ( )1,,...,,max
00 110 += − nn aaaaC  

 ∈∀≤⇒ nCan N 
 Nach Bolzano-Weierstraß ∃ H.P. a von )( na  
 
Behauptung 2: nn

aa
∞→

= lim  

a nama

2
ε
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Sei 
2

:,:0 00
εε <−≥∀∃⇒> mn aanmnn  

a ist H.P. 
2

:
11

ε<−∃⇒ naan  wobei 01 nn ≥  

εεε =+<−+−≤−≥∀⇒
22

:
110 nnnn aaaaaann  ⇒ Behauptung 

 
 

Beispiel: 

10 =a   
n

n a
a 111 +=+  

 

1121 ≤⇒≤≤
n

n a
a  

sogar für 2
2
3:1 ≤≤≥ nan , da 

2
11 ≥

na
 ( ) )(nna⇒  beschränkt 

 
Betrachte nkn aa −+  

11 +++ − nkn aa  
nkn aa

1111 −−+=
+

 

  

knn

knn

nkn

knn

aa

aa
aa

aa

+

+

+

+

−⋅=









−
≤

⋅
−

=

9
4

2
3 2

 

1

1

11

1

. 9
4

9
4 −

<

+

−

+ 





≤−






≤−⇒

n

n

n

nknInd
aaaa
43421

 

 

Sei 0>ε . Wähle 0n  so, dass 
29

4 10 ε<







−n

 

Sei lnmknn +=+= 00 ,  

εεε =+<−+−≤−⇒ ++ 220000 nlnnknmn aaaaaa  

( ) )(nna⇒  erfüllt das Cauchy-Kriterium ( ) )(nna⇒  ist konvergent 
 
 
 
 

1limlim +∞→∞→
= nnnn

aa    1+= nn ab  

 
nnn

n aa
∞→

∞→
+=








+=

lim
1111lim  
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5
2
1

2
1

1,01²

11

+=⇒

≥=−−⇒

+=⇒

a

aaa
a

a
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