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81 Folgen redller Zahlen

(1.1) Diereellen Zahlen

°. ad =bc
d

olo

Q :{%:a,bDZ,b;tO}

ROQ
. . Zahlengerade

(1.2) Eigenschaften

I. Zu a,b0OR ist a+bwohldefiniert

Es gelten
(a) Assoziativgesetz (atb)y+c=a+(b+c)
(b) Kommutativgesetz atb=b+a
(c) OLIR erfullt at+t0=a HalJR

(d) Sei a0R, —a erfiillt a+(-a)=0

II. Zu a,b0OR ist al® wohldefiniert

Es gelten
(a) Assoziativgesetz (alb) [t =aliblt)
(b) Kommutativgesetz alb=bla
(c) 1 erfullt all=a OalR

(d) Sei alR, a# 0, dann erfiillt a~' ala" =1
III. Distributivgesetz: al{b+c)=alb+alt

IV. Rist total geordnet durch <
Es gelten
(a) Ist a<b,cOR = a+c<b+c
(b) Ist a<b,cOR, c>0 = alc<ble
(c) Archimedisches Axiom: Seien a,b >0
Dann existiert ein NN so dass n[& >b

Bemerkuna:
* Q hat dieselben Eigenschaften I-IV

e Zebenso auBler II (d)
e [-III sind genau die Merkmal eines KOrpers.
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(1.3) Folgerungen

(1.3.1) Folgerungen aus -1

(1) 0d=0 OabR 2)
Bewels: Es ist Oﬁl(:)(0+0)®
=0[@+0[a
=0@+(—-(0@&) = 0Aa+0a+(—(0L&))
0 = 0ad+0=00a
(2) Die Gleichung a+ x =b hat Oa,b IR genau die Losung Xx=b+(-a):=b—-a (2)

Bewels: Sei x Losung

= (-a)+tatx=b+(-a)

= 0+Xx=b+(-a)

= X=b+(-a)

at(b+(-a)=a+(-a)+b=0+b=b = Behauptung

(3) nUN = nla=a+..+a
Bewels. nfa=(+..+)a=1[@A+..+1[dA=a+..+a

4) (-a)b =—(ab) (2)
Beweis: (a+(-a)b=0Dmd=0
= ab+(-a)b=0
= ab+(—(ab)) =0
= (—a)b = —(ab)

) -(-a=a 9

Beweis. a+(-a)=0=—-(-a)+(-a) = a=-(-a)

(6) Die Gleichung ax = b hat fiir alle a,b OR mit a # 0 genau die Losung x =b[@&™
Bewels: wie (2)

(1.3.2) Folgerungen aus|-1V

(7)) c<0 = -c=20
Bewels. ¢<0 < c+(-¢c)<-cC
= 0<-C

(8) 1>0
Beweis. sonst wire —1>0
= (-D(-1)>0 1V (b)
=1>0 V4
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9 c>0=c'>0
Beweis. Wire ¢ <0 so wire
cle' <0
1<0 4

Distributivgesetz:

Saf3n)=3(Sam)]

=1 k=1\I=1

Fir a,b OR heifl3t |a - b| der Abstand von a und b.

(1.4) Lemma
Es gelten
(a) |la+b|<|a|+|b]| ,Dreiecksungleichung*
(b) [al-[blls[a+b]
Offenbar gelten
« |a|=]a|0b|
- |at|=|al"
e acg]a|
Bewels:
a.)la+b|? =(a+by
=a’+2ab+b?
= a|2+2ab+ b >
slal*+2|allb|+[b]?
=(lal+|b[y
=|a+blglal+|b]| (mit 1V (b))
b.) |[b| =a+b-a|

sla+b|+|-a]
=|b[-lalsa+b|
Ebenso
lal-|blsla+b|
=|la|—-|bl|<la+b| = Behauptung

Bezeichnung:
Seien a,b R
a fallsa=b
max(a,b) :=
b fallsb>a
induktiv max(a,,..., a,) Maximum
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analog min(a,,...,a,) Minimum

Worin unterscheiden sich Q und R?
Q hat Locher.
Was ist ein Loch in Q?

(1.5) Definition

L.

IL.

Sei 10 Qbzw.1 O R

I ist eine offene untere Halbger ade, wenn gilt:
(1) I'hat kein groBtes Element (offen)
(2) Ist xOTundist y<x= yUI (Halbgerade)

3) I#Q, bzw. [#R

Beispide:
Sei aldQ
I, ={x0Q:x<a}

+a
<a

X
xOl, = x<a= x<

= x ist kein grofBtes Element
x<a ys<x = y<a

J:={x0Q:x<00x*<2}
Sei xOJ: Ist x< 0= x<10J
Sei xOJ, x>0
=2-x>>0 und x<2
2-x 1 11

h( : >— , —<—
Q 5 n n? n

2
:[x+lj =x2+2xG1—+i

n n n?

<x2+i+l:x2+§<x2+(2—x2):2
n n n

X+l JJ = x nicht grofBtes Element
n

Eigenschaften (2) und (3) sind leicht!
= J offene Halbgerade

Betrachtuna:

Betrachte C |, und C Jin Q

C 1,={x0Q:x=4g
CJ={x0Q:x>0und x*>2},dagilt: [OxOQist x*#2
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Typ 1: |,: C I, hat ein kleinstes Element a
Typ 2: J: C J hat kein kleinstes Element a
Eine Halbgerade vom Typ 2 beschreibt ein Loch in Q.
V. Vollstindigkeit von R

Sei I eine offene Halbgerade in R
Dann existiert eine Zahl aJR mit | = {X UR:x< 6} (Typ D

(1.6) Satz

Sei nCIN,,sei a=0 inR
Dann existiert genau eine Zahl b >0 mit b" =a

(1.7) Satz
Es gibt keine Zahl x [JQ mit x> =2
Beweis:
Angenommen X :% erfullt x> =2
2
= a_ 2
b2
e az=2p (0.E.) a,bON
a=p .o, b=q L.

Primzahlzerlegung ist eindeutig

az=p, L.Op Lp Ll.Oh, 2r Primzahlen
2b? =2q, L.Lo  [d [1.[8,  2s+1 Primzahlen 4

= Behauptung

J U Q, offene Halbgerade mit C QJ hat kein kleinstes Element (Typ 2).
Sei J UR offene Halbgerade = (AR J= {X LR :x< a}

(1.8) Satz

Seia=0=0b>0 : b"=a, nON,
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Beweis:

Ist a=0= b =0 ist dic einzige Zahl mit b" =0
Sei a>0

Sei J:={xOR :x<0oder X" <g

Behauptung: J ist eine offene Halbgerade

> Existenz
Set xJ

Falls x<0,sosei mN,:m>a < 0<i<a
m

Q(ij <lca =1ng

m m m
= x ist kein grofites Element in J
Sei x>0,xJ
Wir zeigen: Oe>0:(x+&)"<a

n

(X+&)"=x"+ Z(ij”"‘sk = A(X, )
k=1

Falls e<1=&<e Ok21

= AX,E) < B(x,6) = X" +(Zn:(njx”’kj &

K
c(x)
Es geniigt zu zeigen: (e >0: X" +C(X)[¥ <a
Wihle £ =2 %
C(x)

xist nicht grofites Element in J

Dann gilt (x+¢)" <a= {J hat kein gréfites Element

Leicht: xOJund y<x = ydJ

J#R,da (a+])" =1+na+..>a

= Ob0ORmitJ={xOR:x<b},b"=a, dab]J

Wire b" > a, so folgt (wie oben) Je>0:(b-€)">a N da(b-&)0J=b"=a

> Eindeutigkeit
Seia=h" =h" ,0<b <h,
Wire b <b =b"<b’

1
Bezeichnung: b:=%a =a", wobei b>0 und b" = a
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(1.9) Potenzen

Sei nON, alR
a" definiert durch &’ =1,a""' = a" [&
Sei nJZ, n<0

e~{

Lemma:

(a a"@"=a""
® (@) =am
(c) (al)' =a"b"

Beweis (c):
(a)" =a" " fiir NN durch Induktion (benutzt Kommutativgesetz)

(ab)™' = (ab)"(ab) = a" " (& [b
- an @[ﬂ)n [ﬂ) — a.n+1bn+1
nCN

_n—in:l n:ln ln: -n -n
RSNEN TFV I FE) G —

Quadratische Gleichungen:

X2+ px+q=0 p,q LR
2 2
(X+5pj —pT+q =0 Quadratische Erginzung
p) _p’
=>|X+t—=| =—-
[ 2) g !

2

o falls % -0<0 = [LoésunginR

p2 p p2 p p2
allS q_ :[ j q oder ( j— q

p2

P
= X, =k
X2 R
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(1.10) Definition

Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung (Funktion) A:N-> R
Man benutzt hiufig die Familienschreibweise
(@), statt A, d.h. a, = A(n)

Auch Abbildungen N > R, wobei N O N heilen Folgen (a,)
(an )nDN eine endliche Folge.

. Ist N endlich, so heif3t

nCN

Im weiteren sei N eine unendliche Folge

(a, )nDN , (b, )nDN seien Folgen
(8 +,).cn Summe von (a,),, und (b,),,
CH . Produkt von (a, ), und (b,),,

(a,),,, Folge N ON= (a,) ., heiBt Teilfolgevon (a,),,,

(1.11) Konvergenz

Definition:
Sei (aﬂ )nD/N Folge in R. Sie heiBt konvergent : < es gibt eine Zahl a[JR derart dass gilt:
Oe>0, ON Onzn,:|a-a|<e

Ist (an )(n) konvergent, so heiflt a der Grenzwert (Limes) von (an )(n)

a=lima,

n-oo

(1.12) Beispide

1
1 =l >1
() a, - ,Nn

@)oo
Sei £>0.Dann |—-0/<¢&
n
o —<&
n
e n>—
£
Wihle n, > —

1
=0nz=zn,:n=n;, >—
=0nzn,:|—<¢

n

Seite -9 -



WS 2001/02 Mathematik fiir Informatiker - Analysis

2)a =— lim— =
&= lim——
Sei £>0
L—O <g& L<g
Jn Jn
1
- — < g2
n

<&

Wihle nODN:i<£2:>Dn2nO:
n, n

(3) Sei qOR, |g/<1, a,=¢", nON (zB. Gj ~0)

Behauptung: limg" =0
o.E. |q|>0,seisogarq>0 g=(1-90) 0>0

Betrachte:q™' >1
q'=1+0", 0'>0
(q_l)n =(1+0")" =1+ nD5'+(2}.. >1+n@

Sei €>0
q'l<e¢ e gt <e

v 1
Q(ql) >E

wihle n, LJN so dass n, B9>l
£
:>Dn2no:nD5'2nOB§'>l
£
= [On= noz(q“)n >1+nd>nd> -
£

=0On2n:q"<¢

(4) Sei cUIR a, =cln
lima, =c

Sei £ >0:0n0N:|a, —¢ =0 <&

(1.13) Definition

Eine Folge (an )nDN heiflt nach oben beschréankt (bzw. nach unten beschrinkt)
i (ICOR:a,<C [On0ON
(bzw. (ICOR:a,2C [OnON)

(a,) beschrankt: [IC,DOR:C<a,<D 0[n

Seite - 10 -
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(1.14) Satz

Sei (an)(n) konvergent
Dann ist (an)(m beschrénkt

Beweis:
Sei a=lima,, sei £ =1

=[,:Onzn,:ja-a|<l1
= || <[a, -4 +d
Sei C::max(JaO

a, a|+1)

= -C<a,<C 0On = Behauptung

geeey Py

Also: a, =(=1)" ist beschrénkt aber nicht konvergent.

(1.15) Definition

(a,),,, heiBt monoton steigend, wenn a, <a,,, OnON
monoton fallend : = a, =a,,, 0n
falls a, <a,,, = (an )(n) streng monoton steigend (analog streng monoton fallend)

(1.16) Satz

Eine monotone (steigend oder fallend) Folge ist genau dann konvergent, wenn sie beschrankt
ist.

Bewels:
"=" (1.13)
"O" Sei (an )nIIN monoton steigend und beschrinkt

Sei | ={xOR:[hON:x<a,}

Behauptungl: I ist eine offene Halbgerade
Sei xUl = [h:x<a,
X*a,

. X
Sei X'= = X<X<a,

=x 0l

= x ist nicht groftes Element
= I hat kein groBtes Element
Ist xUI, y<x=yUl

Seite - 11 -
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(a,) beschrinkt =[C:a,<C UnON

= CUlI
=1#R
= Behauptung 1

Vollstindigkeit = [a:1 ={xOR:x<a}

Behauptung 2: a =lima,

n-o

Sei >0 = a-&Ul
= [h,;a-£<a,
Esgilt a,<a [n,da all

Es folgt

a-¢£<a, <a,sa [nzn,
—a-a,=la-a|<e Onxzn,
= Behauptung

monoton analog oder durch Ubergang zu (— a, )/nDN

(1.16.1) Bernoullische Ungleichung

Sei —1<h, nUN, dann gilt
(1+h)"=1+nh

Bewels:
Falls h = 0 = Behauptung (binomische Formel)
Sei h<0 Induktion tiber n

LS. (d+h)™>1+nh)d+h)=1+(n+Dh+nh>>1+(n+1)h
—

>0
Beispid.
1 n
. =/1+—| ,n=1
“ )

Behauptung: a, < a,,; [n (monoton steigend)

ln+1 n
[l+j 1+L
TR G =1 R

i (1+1jn 1+ 1 n+l
n n
(n+1)? n+1
() g s
(n+1)? n+1)u{ (n+1)? n+1

Seite - 12 -
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:(l_;+ ! )E@*L)
n+l (n+1)? n+1

1 1 1
=|1- + + >1
( (n+17  (n+1y <n+1)3j

:>an<an+l

n+l1
. bn:(1+lj = a, <h,
n

" (1+ljn+l 1+ ! n+l
N n
- ((n’L 2)njn+l [ﬁ1 +Lj
(n+1)? n+1
:;[@*Lj
(N+1y? j”” n+l

n+2
1 j 1 n+1
1+— 1+——

(n+2)n
B.
L T
1Y n+1 U-( n+1 J n+1
1+ T+
(n+2)n (n+2)n
3 2
_ (n+2)n d’1+2= n*+4n?+4n <1
n*+3n+1 n+l1 n*+4n*+4n+1
=h,., <h,
Also: a,<a,, <b, <b <b
(ima, =limb, =e
. Y
11m(1+—j —e=2"7181...
n- o n
(1.17) Satz

Seien (an )(n),(bn )(n) konvergente Folgen mit lima, = a,limb, =b. Dann gilt
(a) lima,+b =azxhb
(b) lima, b, =alb

(c) Ist b# 0 sogilt b, # 0 fiir fast alle n, etwa On > n, und lim% :%
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Beweis:

(a) Es gilt [a, +b, —(a+b)|<|a, —a|+|o, —b]

Sei £>0 :EhO:DnZno:|a—an|<§,

= 0Onzn,:|a, +b,—(a+b)<e

(b) |a,b, —ab =|a,(b, —b) +b(a, - a)|

<ay| 0, =B b/, -4

<C [On

EC:|an|SC,b

Sei £>0 Ehoz|bn—b|<2i

C)

£
a, 31<E

:>|anbn—ab|<CE-I£—+CE-li:£
2C 2C

. _ b
Sei £=—
(c) Sei 5

h, :On=n, :|b—bn|<

oy 2 |6l ~Jo-by| o~ =5
2 2

Sei £>0

1 _1_p-h)

b, b| |o,[Tb

Sei C>0: [o|>C, [f>C Onzn,

Ch :On=n
b-b,|<elC?

:i_l<—£m2<
b, b| [o,|H
1

.1
= lim—=—
n-op b

ol

£
b bn|<5

Un=n,

Mathematik fiir Informatiker - Analysis
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(1.18) Beispiele

2n*>+3n
1 - -
(1) a, Z_n+2

n2(2+3j )
&=y R =2
n2(1—+j !

n n?

(2) a,=n"-5n*+2

a, = ns(l “2y i) = a, nicht beschrinkt = nicht konvergent

n n

>1/2 f.f.an

2N -n?>+n
3 =
) &, n*-n*+1

—= [
1 1 wx 0
1_*+74

(4)Sei 0<g<1 =1img"=0
9" =q" [
0<qg"<g"™ = (q") ist konvergent
Sei a=limgq" Seib, =q"" =q"[{

n-oo

limb, =limq™' =a auch limg™' = limq@" = q&
a=qla=a=0, (mitq>0)

(1.19) Definition

Sei (an )nDN eine Folge

alJIR heifit Haufungspunkt von (a,) wenn gilt:

[e >0 gibt es unterschiedlich viele nLIN: |an —81 <&
Beispidl:

a, = (1)’

la,~1=0<¢& On=2m

la,+1]=0<¢e On=2m+l

Seite - 15 -
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Aquivalent: Oe>0 OmON h=m:ja,-a<e&

Mathematik fiir Informatiker - Analysis

.= Seia H.P. Seit mUN= [h=> m:|an —aj <& daes o viele solche n gibt

0 “ Sein ON:n, 2k und ‘a—ank‘<£

solche n, existieren {n, : k ON } ist unendlich

Beispiele:
(1) a,=(-1)" .

= 1 und -1 sind H.P. von (an)

nCN -1

(2) Sei (an )nDN konvergent, sei a=lima,

n- oo

= aist H.P. von (a,) , und es ist der einzige!

nCN

0 ngerade
n nungerade

Q) a, ={

= (an )(n) nicht konvergent, 0 ist der einzige H.P.

(4) a, =n hat keinen Hiufungspunkt

&n

(1.20) Satz von Bolzano-Welerstrafd

Sei (an )nDN eine beschrinkte Folge. Dann hat (an)

nCN

a, a, a

mindestens einen H.P.

Beweis:

Es existieren b<c: b<a,<c 0On

Definiere Zahlen b,,C, mit

a) [bn , Cn] enthélt unendlich viele Folgenglieder
b) b,<b,, ., c,<c,, Un

¢) c,—b, )

Sei b,:=b ,c,:=c
Seien konstruiert

. b,+c¢ ‘
Sei d,, = ”2 f X .

Seite - 16 -
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1.Fall

In [bn, dn+1] liegen unendlich viele Glieder
Setze bn+1 = dn+1 ’ Cn+1 = dn+1

2.Fall

In [bn, dn+1] liegen nur endlich viele der a,
=1In [dn+1,cn] liegen unendlich viele der a,
Setze b,,, =d.,, C.. =C,

b, monoton steigend und beschrinkt = konvergent
Sei a=limb, =limc,

n- oo n-oo

Behauptung: a ist H.P. der Folge (an)(n)

Sei £>0 .[MON:|b,—c [<e&

= Ox0O[b,.c,]:[a-X<e ,dab,<asc,
= Oa, O[b,.c,]:[a-a,| <&

Davon gibt es unendlich viele n. d

Beispidl:

= = = Qn (0,1
2 3/4 ...................... ( ]
303
3 4 e
4
4
1 N O R .
a, :T Sei a,—+ ungekiirzter Bruch
P, +1 fallsp,+1<q, -1
q, 1
an+1 = 1
fallsp,+1>q, -1
P + 0y

a, ist beschrankt. [0,1] ist die Menge der H.P.

Seite -17 -
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(1.21) Satz

Sei a ein H.P. der Folge (an)

nCN

Dann existiert ein Teilfolge (an)

oy it ng% =a

nON
Beweis:

Definiere Zahlen (an )nDN mit m,, >m,_

1
a-— <—
o k+1
Solche m, existieren, da |an —aj < ﬁ fiir unendlich viele n gilt.
Sei N = {mk KON } ist unendliche Menge

Sei k, ON, = Ok=k, ;\a—amk\<ki = lima, =a
o — 00

nON

(1.22) Cauchysche Konvergenzkriterien

Sei (an )nDN eine Folge. Genau dann ist (a,) konvergent, wenn gilt:

Oe>0 [h,ON:  Onmzn;:|a,-a,/<€ %

[ .

I.IW
| SR

Sei (a, )(n) konvergent a = Rné a,

Oe>0 D’10:Dn2n0:|a—an|<§

= 0Onmzn,:|a,-a,/<|a,-3a+fa-a,|<e

Es gelte das Kriterium
Behauptung 1: (a, )(n) ist beschrankt

Bewes: Sei £=1=>[h,:On,m=n, :|a, —a,| <1
= Un=n, :‘an—ano‘<l

= +1

@,

a,<[a,[+|a, ~a, |<
Sei C =max(Ja0

.| + 1)
=la,/<C OnON
Nach Bolzano-Weierstrall [JH.P. a von (a,)

a

ano

EAAE] o S I

Behauptung 2: a=lima,

n- o

Seite
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Sei £>0=[h,:On,m=n, :|an—am|<§
aist HP. = [, :‘a—anl‘<§ wobei N, 2n,

= 0Onxn, :|a—an|s‘a—anl‘+

<€ E
a, an‘ Sty =€

Beispid:
_ .. 1
) =1 Ay _1+a_n
l<a,<2 :>L<1
<a,< 2
, 3 1 _1 ,
sogar fir n21: —<a,<2,da —=2—- = (an)(n) beschrénkt
2 a, 2
Betrachte |an+k —an|
1 1
|an+k+ _an+1| =1+ —1-—
1 a'n+k an

_|aTl_an+k| < |an_an+k|

landta] m

2

4
:thn ~ Q4

4 n-1 4 n-1
ﬁ|an+k - an| = (5) |a1+n 1_ 1| = (5)

ny -1
Sei £ >0. Wihle n, so, dass (gj <§

Sei n=n,+k ,m=n,+I

E €&
<Z+-=¢
2

= oy = an] <oy = ay [+l -2 [ <5

= (an )(n) erfiillt das Cauchy-Kriterium = (an) ist konvergent

(m

b, =4,

= Behauptung

Mathematik fiir Informatiker - Analysis
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1
=a=1+—
a
S al-a-1=0 ,axl

—a=tslys
2 2

Seite - 20 -
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