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1 KONVERGENZ VON FOLGEN

1 Konvergenz von Folgen

1.1 Grundlagen
Definition 1.1 FEine reelle Folge (a,) heisst konvergent gegen a, falls

Ve >0 IN(e) eN: |a, —a] <e Yn>N

Konvergiert (a,) gegen a, so nennt man a den Grenzwert oder Limes der Folge
und schreibt

lim a, =a
n—0o00

Eine Folge die nicht konvergiert, heisst divergent

Definition 1.2 Eine Folge (a,) reeller Zahlen heisst nach oben (bzw. nach un-
ten) beschrdnkt, wenn es eine Konstante K € R gibt, so dass a,, < K VYn € N
(bzw. an, > K Vn € N. Eine Folge heisst beschrinkt, wenn sie sowohl nach oben
als auch nach unten beschrdinkt ist.

Satz 1.3 Jede konvergente Folge ist beschrdinkt.

Satz 1.4 Seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen reeller Zahlen. Dann
konvergieren auch die Summenfolge (ay, + by,) und die Produktfolge (anb,) und
es gilt:

lim (a, + b,) = ( lim an) + ( lim bn>

n—o0 n—o0 n—o0

i ) = (Jim,0e) - (Jim D)

Satz 1.5 Seien (ay) und (by,) zwei konvergente Folgen reeller Zahlen mit lim b, =
b # 0. Dann gibt es ein N € N so dass by, # 0 Vn > N und die Quotientenfolge

a
(b—n konvergiert. Fir den Grenzwert gilt:
n

Definition 1.6 Eine Folge (ay,) reeller Zahlen heisst
e monoton wachsend, falls ap < ap+1 Vn € N
e streng monoton wachsend, falls a, < apy+1 Vn € N
e monoton fallend, falls an, > apy1 Yn € N

e streng monoton fallend, falls ap > apy1 Vn € N
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1.2 Konvergenzkriterien

Definition 1.7 (Cauchy-Folge) FEine Folge (ay,) reeller Zahlen heifit Cauchy-
Folge, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 existiert ein N(e) € N, so daf

lan, — am| <€ Yn,m >N

Satz 1.8 Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist eine Cauchy Folge.

Beweis: Die Folge (a,) konvergiere gegen a. Dann gibt es zu vorgegebenem
e>0ein N € N, so daf

|an—a|<§ Vn>N
Fiir alle n,m > N gilt dann

€ €
|an—am|:|(an—a)—(am—a)|§|an—a|+|am—a|<§+§:e

Satz 1.9 (Cauchy-Kriterium) In R konvergiert jede Cauchy Folge.

Satz 1.10 (Monotonie-Kriterium) Jede beschrinkte monotone Folge (ay)
reeller Zahlen konvergiert.

Aufgaben 1.11 Hier soll die Anwendung des Cauchy Kriteriums getibt wer-
den.

a) Konvergiert die Folge (x,) mit z, := Y »_ . 5-37'%

Loésung: Zeige, daf$ (xy,) eine Cauchy Folge ist. Sein > m > —k. Dann
gilt:

(T — T | = Z53l zm:5-3*i: Xn:5-3*i

v=—Fk v=—k v=m+1
n—m—1
7,< m—1 'u< ml
253 53" 23 5-3° 3
v=m+1
5)

= 53_m < e falls m hinreichend groff gewdhlt wird

Aufgabe 1.12 Sei (b;) eine Folge. Weiterhin seien (ax) und (cx) konvergente
Folgen mit limy_, o o, = a und lim._,o, ¢, = ¢ fiir die gilt:

VE : ap <bp <c

Bestimmen sie, ob die Folge (by) konvergiert und - falls (by) konvergent ist -
geben sie ein Intervall an, in dem der Grenzwert von (by) liegt.
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Lo6sung: Die Folge (by) ist nicht notwendigerweise konvergent. Betrachte hier-
zu das Intervall [a, c] mit Mittelpunkt <5%. Sei
c—a

by = + (=1)* - e+ dy

mit € < 5% und (dy) einer Nullfolge die so gewdhlt wurde, daf gilt:
Qg S bk S Ck vV k

Dann sind alle Vorraussetzungen der Aufgabe erfillt und dennoch divergiert die
Folge (by), da sie 2 Grenzwerte besitzt, nimlich 5% + € und 5% — e.

Aufgabe 1.13 Berechnen Sie - falls méglich - den Grenzwert der Folge (ay,)
mit

(a)
_ (Bn+1)32n+1)
(an) = Int —1
(b)
(an) = : 1
2v/n(vn+1~/n)’
(c)

—1)"(3n — 2
(a) = B 1)

Lésung: zu (a):

(a) = (3n—i;)1213(2n+ 1)
n* —1
(2703 +27n% + 9n + 1)(2n + 1)
Int —1
~ 54n* + 54n® + 18n? + 2n 4+ 27n% 4+ 27n? + 9n + 1
B 9nt —1
_ 54n* +81n® +45n% + 11n + 1
B Int —1
1 1 L
54 4 81—+ 45— + 1155 + o

5~
— 6

zu (b) :
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1
) = S T T Vi)
_ Vntl+vn
- 2y/n(n+1-n)
_Vntl+vn
2y/n
Zﬁ\/ﬁ

1 /1+1+1
2 n 2
1

%

zu (c) :
Betrachte die Teilfolgen (zay,) und (zopt1)

(=1)*"(3n — 2)*
n2 —2

_ 9n?—12n+4

N n?—2

Ton =

(—1)2"tL(3(2n + 1) — 2)?
(2n+1)2 -2

Lon4+1 =

6n + 1)2
(2n+1)2 -2
36n°% + 12n+1
A2 —dn—1
— =9

Die beiden Teilfolgen konvergieren gegen unterschiedliche Grenzwerte, also ist
die Folge divergent. Anders ausgedriickt findet man hier 2 Teilfolgen die gegen
2 verschiedene Hdufungspunkte konvergieren. Ein konvergente Folge besitzt aber
genau einen Haufungspunkt. Also divergiert diese Folge.

Aufgabe 1.14 Untersuche die Folge a, = v/25n% + Tn + 1 — 5n auf Konver-
genz Losung: Wir verwenden das Monotoniekriterium, um die Konvergenz
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nachzuweisen:

g1 —an =/25(n +1)2+7(n+1)+1—+/25n2+7Tn+1-5
= /2502 + Tn + 26 4 50n + 7 — (V/25n2 + Tn + 1 + 5)
= V2502 + Tn+ 1432 4+ 50n — (V/25n2 + Tn + 1 + 5)

:\/25n2—I—7n—i—1—|—32—|—50n—\/(\/25n2—I—7n—i—1—i—5)2
:\/25n2+7n+1+32+50n—\/25n2+7n+1+2(\/25n2+7n+1)-5+52
:\/25n2+7n+1+32+50n—\/25n2+7n+26+10\/25n2+7n+1

:\/25n2+7n++26+(50n+7)—\/25n2+7n+26+10\/25n2+7n+1

Es ist 10v/25n2 +Tn+1 > 50n + 7, somit ap11 — ap, < 0 & apyy < ap Die
Folge ist also monoton fallend. Wir versuchen nun zu zeigen, dass die Reihe
nach unten beschrankt ist:

Gy > C
S V/25m2+Tn+1—-5n>c
S V/25m2+Tn+1>bn+c

< 25n% +Tn+1 > 2502 + 10nc + ¢
& ™n+1>10nc + ¢

Wihle z.B. ¢ =0

1>0

1.3 Grenzwertberechnungen

Satz 1.15 (I’Hospital) Seien —co < a < b < oo, f,g: (a,b) = R differen-
zierbar und ¢'(z) # 0 Vx € (a,b). Ferner gelte lim,_,  f(z) = lim,_,, g(z) =

/(x
g'(x

chen Sinne, so auch der Grenzwert limg_;_

0V oo Existiert der Grenzwert limg_,_

im eigentlichen oder uneigentli-

)
/(=)
()

und die beiden sind gleich.

Q

Man berechne folgende Grenzwerte:
x

e lim, .o ———
sin(x)

r—1

S

e lim,

i

5e%®

o limy y0o ——
r2. e



2 REIHEN

Lo6sung zu (a) :
Zéhler und Nenner gehen gehen 0, also versuchen wirs mit L’Hospital: =

: 1
0s(x)

Y
sin(z)’

lim, 4 = lim,_q = 1 somit ist der gesuchte Grenzwert gefunden

zu (b) : X

ENG _2\/:16—1_>

Wieder L’Hospital: —— = 0
2vx—1 2\/5
zu (c) :
oe’ . , . e’ e’
= —5, wieder L’'Hospital: —— und nochmal: — — o0
T 2z 2
2 Reihen

Definition 2.1 Die Reihe Yo ay, ist definiert als die Folge der Partial- oder
Teilsummen Sp, := Y " an Eine Reihe ist genau dann konvergent, wenn die
Folge ihrer Partialsummen konvergiert. Eine Rethe heisst absolut konvergent,
wenn die Reihe Y 2 |an| konvergiert

Satz 2.2 (Trivialkriterium) Fir eine konvergente Reihe Y o gilt:
lim ap, =0
n—o0

Aufgabe 2.3 Untersuche die Reihe

00 _ 1
3 2+mn\ »
n=1

auf Konvergenz.

Losung;:

3
[\]

Co =

1 I oo

V2 1
vn+1 {/n+2
201 N e N —

n—r 00
n—oo n—o
— —

1 1

Also divergiert die Reihe nach dem Trivialkriterium.

Satz 2.4 (Monotoniekriterium) Sind alle Summanden a, > 0, so ist die
Reihe Y07, genau dann konvergent, wenn ihre Teilsummenfolge beschrinkt ist

Satz 2.5 (absolute Konvergenz) FEine absolut konvergente Reihe ist konver-
gent
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Satz 2.6 (Cauchykriterium) Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe
Y heo an konvergiert genau dann, wenn gilt:

n
D ax

k=m

Ve >0 dN € N: <eVn>m>N

Aufgabe 2.7 Zeige, daf$ die harmonische Reihe

00
k=1

e

divergiert.

Beweis: Fiir die Divergenz ist zu zeigen:
Z 1
k

k=n

de > OVnodm >n > ng : <e€

Wihle € := % und ng € N beliebig. Wéhle n := np und m := 2n. Dann gilt:

> — =€

N | =

1
Z U%+1)§ﬁ

Zeige, daf} die harmonische Reihe

Satz 2.8 (Leibnizkriterium) Sei (a,) eine monoton fallende Folge nicht-
negativer Zahlen mit lim,,_, a, = 0. Dann konvergiert die Reihe

n=1
auf Konvergenz.
Losung: Es gilt
o _ o _
N
(=ny" =
n=1 n=1

Also liegt die Vermutung nahe, daf, sollte diese Reihe konvergieren, wir das mit
n—1
dem Leibnizkriterium zeigen kénnen. Also schauen wir uns an, ob (%) )
n>=

eine Nullfolge ist.
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Zunichst zur Konvergenz:

(n+1)n 1

Qp =
nn

(n+1)"! (n+1)" 1

0< =

nn nm n+1

1\" 1

n+1

~—— N——"
<3 nach B4, A5 b <1 und >0
= (an)n>1 ist beschrinkt

(n+1)*" = ((n+1)*" = (n? 4+ 2n + 1)"
< (n? +2n)" = (n(n+2))" =n"(n+2)"

= (n+1)?" > n"(n+2)"
n—1 n
N (n+1) S (n+2)
nn ~ (n+41)ntt
= a, ist monoton fallend

= (an)n>1 ist konvergent

Nun zum Grenzwert:

lim a, = lim
n—00 n—00 nn

i n+1\" 1
= lim =
n—o0 n n+1
N——

——
nogoy M2

(n+1)"~

0

Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe also.

Satz 2.10 (Quotientenkriterium) Sei ) a, eine Reihe mit a,, # 0. Ferner

An+1

gebe es ein q < 1 derart, dass
Gnp

lut konvergent. Insbesondere gilt dies, wenn der Grenzwert lim‘

und < 1 ist.

Aufgabe 2.11 Untersuche die Reihe

auf Konvergenz.

An+1

Gnp

< q ab einem Index ng Dann ist ) a, abso-

existiert
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Losung:

(2n)°
3TL
a1 _ G D)3 (1)’
an (2n)3 - 3ntl 3n3
n3+3n?+3n—+1 poo 1

_ 1
33 73S

Gp =

o
= Z a, konvergiert absolut

n=0
o

= Z ay, konvergiert
n=0

Satz 2.12 (Wurzelkriterium) Fir ein festes ¢ < 1 gelte /|a,| < q ab ei-
nem Index ny dann ist Y a, absolut konvergent. Insbesondere gilt dies, wenn
limy, 00 ¥a,, existiert und < 1 ist.

Aufgabe 2.13 Untersuche die Reihe

> (a51)

k=0

auf Konvergenz.

Losung: Nach dem Wurzelkriterium folgt wegen {/ay = - hoge % < 1 die

) 2k+1
Konvergenz der Reihe.

Satz 2.14 (Majorantenkriterium) Gilt 0 < |a,| < b, ab einem ng und ist
die Majorante _ by, konvergent, so konvergiert . a, absolut

Bemerkung 2.15 (Partialbruchzerlegung) Partialbriche sind rationale Funk-

A B
oder Lk Solche Briiche lassen sich in

ti der F ER——
wonen der From @ —zo)F @+ s+ 0

Faktoren zerlegen

Satz 2.16 (Divergenzaussagen) Aus dem Trivialkriterium folgt: Gilt {/|ay| >

Qn 41
Qn

1 fiir unendlich viele n, oder gilt > 1 fir alle n ab einem ng, so divergiert

die Reihe Y ay,. Insbesondere gilt dies, wenn der Grenzwert lim,_,~, /|a,| oder

an+41

A existieren und > 1 sind.
n

der Grenzwert

Bemerkung 2.17 Im Fall {/|a,| — 1 bzw.

mation keine Entscheidung iber Konvergenz oder Divergenz mdglich.

Qn 41
Qn

— 1 st ohne Zusatzinfor-

Zum Beispiel gilt fiir die beiden Reihen 3~ 1 und 3 #
= lim V/]a,| =1
n—00

Die erste Reihe ist divergent, die zweite konvergent.

lim
n—oo

an+1
Gnp

10
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Aufgabe 2.18 Sei (a,) monoton wachsend, a,, > 0¥n € N. Zeige:

Z (—anH — 1) konvergiert <= (ay,) ist beschrankt

Qn
Hinwesis fir =: Cauchy-Kriterium.
Beweis:

= Annahme: (a,) ist unbeschrénkt.

Da (ay,) monoton wachsend, gilt fiur m > n:

m m
Z Ok4+1 1) = Z Ag4+1 — Gk
af af

k=n

1 a
> — > (k1 — k) = —(amp1 —ap) 21— —
Qm, = am am

Da (a,) unbeschrinkt ist, gibt es zu jedem a, ein m > n mit a, >

2ay, also mit 1 — 2= > 1. Also gibt es zu jedem n ein m > n mit

Py (ak+1 - 1) > 1. Mit dem Cauchy-Kriterium folgt die Divergenz

ag

der Reihe.

< Sei (a,) monoton wachsend und beschrénkt. Dann ist ) (ap4+1 — ay,) eine
konvergente Teleskopreihe. Wegen

a 1
Intl g - < =
Gnp Gn ai

0< Gntl — On (Gns1 — an)
folgt die Konvergenz der Reihe > (aZ—:l -1

rium.

N——

aus dem Majorantenkrite-

Aufgaben 2.19 Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz und bestimme
g9f. (aufer bei e) ihren Grenzwert:

a)
> (VE—-vVE-T)

k=1
b)
o0 2k+1
5.3k
k=2
c)
i 2k + 1
P k4 + 2k3 + k2

11
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d)
i (k + 1)F°
k29k
P k~"2
e)
SE
n’l’L
n=0
Losungen:
a)
n
> (VE-VE=1) = vn—V0=vn""5 +o0
k=1
Also divergiert die Reihe.
b)
n 2k+1 23 0 2 k
5-3F 5-322(§>
k=2 k=0
2 1 8
= . 5 = —
5-32 1-2 15
c)
"N 2k+1 _i 2k +1 = 2k+1
4 3 2 2 2 - 2 2
hﬂk + 23+ k k:lk*k +2k+1) k:lk(k+1)
N (L_#> _ 1T nogy
= \k? (k+1)? 12 (n+1)2
d)

A
kk? 2k 2 + k
’2§§>1

Also divergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

of (k + 1 1.< 1>’f

e)

ant1|  (n+1)0-2nF.pn

an | n!-20(n 4 1)n+l
2 2
(1+3) ¢

Also konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.

12
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2.1 Potenzreihen

Definition 2.20 FEine Reihe der Form
f(z) =Y ak(z — 20)F (1)
k=0

heifst Potenzreihe zum Entwicklungspunkt zg € R. Dabei gilt ap € R (k € Ny)
und z € R.

Beispiele 2.21 Die Ezponentialfunktion ist iber eine Potenzreihe definiert:
exp(z) = Z o (z € R)
k=1
Satz 2.22 (Konvergenz von Potenzreihen)

a) Zu jeder Potenzreihe (1) gibt es eine Zahlr, 0 < r < 00, den sogenannten
Konvergenzradius der Potenzreihe mit den Eigenschaften

(e.@)

|z — 20| < = Z ar(z — 20)* absolut konvergent
k=0
(e.@)

|z — 20| > 1 = Zak(z — 20)F divergent
k=0

b) Konvergenzradius nach der Formel von Cauchy, Hadamard

1
lim supy_,, 4/Jax]

. D1 1.
Dabei setzt man: == 0 und 5 =00

T

c¢) Falls einer der folgenden Grenzwerte existiert bzw. gleich oo ist, ist er
gleich dem Konvergenzradius r:

d) Formal kann man Potenzreihen differenzieren und erhdlt
oo
fl(2) =) ark(z — z0)*"
k=1

Dies ist wiederum eine Potenzreihe. Der Konvergenzradius ist identisch
mit dem Konvergenzradius der Ausgangsreihe.

13
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Beweis

a) Wir definieren

o0
7= sup {|w| | Zakwk kom)ergent}

k=0

Dann gilt 0 < r < oo und fiir |z — 29| > r ist die Potenzreihe divergent.
Gilt r = 0, so ist die Potenzreihe (absolut) konvergent nur fiir z = zj. Sei
alsor >0und 0< p<r =

Juw € R, |w| > p: >0, apwFkonvergent

IM > 0:Vk >0 : |apw®| < M ((akwk)kzg ist beschrinkt)

Sei nun |z — zp| < p < |w|. Dann gilt:

k
|ak(z—zg)k|:|akwk| Z — 20 <M Z— 2
w
Es gilt:
k
z 20 S z 20 <1
w w
Also ist die Reihe Y 72 ‘Z P ‘k eine geometrische Reihe. Wir haben dem-
nach:
o
lag(z — 20)¥| < b, und Zbk < 00
k=0

Majorantenkriterium =
S o2 g ax(z — 20)* konvergiert absolut und gleichméfig fiir |z — 29 < p.

b) Wir verwenden das Wurzelkriterium:

Vk > ko @ {/|ag(z —20)k| < g <1 & limsup/|ag(z —20)k| < 1

k—o0
& limsup v/ |ag||z — 20| < 1
k—o0

1

lim supy,_, o, /|ak|

c) Die erste Aussage folgt aus Teil b. Fiir den zweiten Teil verwenden wir
das Quotientenkriterium:

& |z — 2] <

_ k+1
ak+1(2 zo)k <1 |z— 2 ak+1 <1
ak(z — zo)
Al | aggi(z = 20)* ! | ags
lim — | <1& [z —2| < lim
k—o0 ak(z — Zo) k—oo | Qf

14



2.1 Potenzreihen 2 REIHEN

d) nach Teil b ist zu brechnen:

lim sup {/k|ag|

k—00

Wegen vk — 1 fiir k — oo gilt:

lim sup v/k|ag| = limsup {/|a|
k—o0

k—00

Also sind die Konvergenzradien der Ausgangsreihe und der abgeleiteten
Reihe identisch.

Aufgabe 2.23 Man zeige die Konvergenz von vk.

Losung: Man zeigt die Konvergenz folgendermafen:

k(k—1

VE=14m, 20 = k=(4n)f>14 020 2 )2
2

= 122 20 (k= oo)

= 1,0 (k= o0

Aufgaben 2.24 Fine einfache Aufgaben tiber Potenzreihen, die man kennen
mujs

a) Gegen was konvergiert und welchen Konvergenzradius hat die Potenzreihe
Yoa™ ?

Loésung: Geometrische Reihe:

11—z

Konvergenzradius:
1

=1
lim sup, o, /1]

also konvergiert die Potenzreihe fir alle x : |z| <1

b) Gegen was konvergiert und welchen Konvergenzradius hat die Potenzreihe
S0 L reR?

n=0 nl’
Losung: Ezxponentialreihe:

Konvergenzradius:
1

= 00
lim supy,_, oo ‘%‘

Da limy, o 1/ % — 0 damit geht der Kehrwert gegen o0o. Also konvergiert
die Reihe fir alle x @ |z| < oo.

¢) Gegen was konvergiert die Potenzreihe Zzo:l(—l)”_l% und wie lautet
ihr Konvergenzradius ¢

15
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Loésung: Logarithmus:

Konvergenzradius:

(Dt
k

k

lim supy, _,

Da die Summe ab 1 startet muss hier noch eine Indextransformation ge-
macht werden k — n + 1:

1
. n —1)n
limsup,,_,, " (n+)1
B 1
T .
lim sup,,_, o Vnil
=1

Also konvergiert die Potenzreihe fir |z| < 1.

2n+1

d) Gegen was konvergiert ZZOZO(—I)”W und wie lautet der Konvergenz-
radius?
Losung: Sinus:
sin(x)
Konvergenzradius:
1

. J (=1)n
hmsupk_,oo k ‘%

Wie beim Logarithmus ist auch hier direkt klar, dofS die Potenzreihe fir
alle z : |z| < oo konvergiert (der limsup geht gegen 0 und damit das
Ganze gegen 00).

2n

e) Gegen was konvergiert E:;O:o(_l)n% und wie ist der Konvergenzradius
der Potenzreihe?
Losung: Cosinus:
cos(x)

Konvergenzradius:
siehe Sinus.

f) Gegenwas konvergiert und wie lautet der Konvergenzradius der Potenzrei-

Snt1
he Zfbo:_(—l)"fgn+1 9

16
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Loésung: Arcustangens
arctan(x)

Konvergenzradius:
1

(="
2n+1

k

lim supy,_, o

wird also mazimal bei n = 0 und damit ist der Konvergenzradius 1 und
die Potenzreihe konvergiert fir alle z : |z| < 1.

Aufgaben 2.25 Jetzt einige schwere Aufgaben

a) Seien py und py die Konvergenzradien der Potenzreihen Y o ap?® und
Y oreo biz*. Sei p der Konvergenzradius der Potenzreihe Zzozo(akbk)zk.
Zeigen Sie: Dann ist p > p1pa.

Beweis: Wir verwenden das Wurzelkriterium:

Vk > ko : {/|agbpz¥| < g <1 < limsup {/|axbpz¥| < 1
k—r00
& limsup v/ |agbg||z] < 1

k—o0
1

lim supy,_, o, V/|akbkl
1
< — -
lim supy,_, o, v/|ak| - limsupy_, o v/[0]

& |zl < p1p2
= pip2<p

&zl <

& |2

b) Seien alle ap, # 0, 7 > 0 der Konvergenzradius der Reihe Y 5o, a2’ und

. . k
p der Konvergenzradius der Reihe y ;- Z—k

, . , 1
Zeigen sie: Dann ist p < -

Losung: Der Léosungsweg mit dem Wurzelkriterium ist wohl nach der
obigen Aufgabe trivial. Man erhdlt:

1
lim supg_, . 4/Jal
1

p:

T

: k
lim supy,_, o an

17



3 STETIGKEIT

Also ist:

1

< T

lim supy,_, o { an limsup_, o, /x|

1
& < limsup v/|a|

s
IA
S
i

. 11 k—o0
lim supy, ;00 {/ |-
1
& <1
. 1 .
limsupy, o0 (/|57 | - imsupg o0 V/]ak|
1
4 <1

Vlail

Und dies ist gegeben da fiir den Grenzfall k =1 gilt:

lim supy, ;o £

1
a

1
=1<1

limsupy,_, o { é |ak]

Fir k #1 kann also

é‘ und |a;| nur noch gréosser werden.

3 Stetigkeit

Definition 3.1 Sei f : D — R eine Funktion und a € D. Die Funktion f heisst
im Punkt a stetig, falls

lim f(z) = f(a)

T—ra

Satz 3.2 (e — 0-Kriterium der Stetigkeit) Sei D C R und f: D — R eine
Funktion. f ist genau dann in p € D stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0

gibt, so dass
[f(@) = fp)| <e Vo eD: [z—p[<é

Satz 3.3 Seien f,g : D — R Funktionen, die in a € D steitig sind und sei
A € R. Dann sind auch die Funktionen

e f+g9g:D—R
e \f:D—R
e fg:D—R

im Punkt a stetig. Ist g(a) # 0, so ist auch die Funktion S
g

D' ={z € D:g(x) # 0} in a stetig.

: D' = R mit

18



3 STETIGKEIT

Aufgabe 3.4 Zeige unter Verwendung des e —§— Kriteriums, dass die Funktion

oy (2) s

0 z <0

stetig ist.

Losung: Offensichtlich ist f stetig in allen Punkten z # 0. Diesen Punkt
betrachten wir jetzt gesondert:
Sei € > 0, wihle § = ¢, es gilt:

1
B B x-cos(;) x>0 z-1 >0 _.
|f(z) = f(O)] = |f(z)| = ; e S{O $§0§|x|<5_

Aufgabe 3.5 Untersuche folgende Funktion auf Stetigkeit:

2

x x#0
fla) =4 exp(py

0 z=0

Losung: f ist flir x # 0 offentsichtlich stetig, wir untersuchen die Stelle
x = 0 wieder gesondert, diesmal mit dem Grenzwertkriterium:

2

x

[ ist stetig in z = 0 limg o ——— = f(0) = 0. Wir betrachten die einseitigen
exp(-L

xp(m

Grenzwerte:

—0

. x?

lim
r—0— exp(—‘)

. x?
= lim
e )

—0

Also ist die Funktion iiberall stetig

Aufgabe 3.6 Man untersuche folgende Funktion auf Stetigkeit:

K z€eQ
f(x)—{$2_$ z € R\Q

19



3 STETIGKEIT

Lésung Wir benutzen das Folgenkriterium: 1. Fall: Sei a € Q = 3(x;,) mit
zn € R\Q
Sei limy, 00 (zn) = a
Annahme: f ist stetig in a
= limy, 00 f(2n) = f(a) = a aber: z, ist eine Folge in R\Q
= a5 — 2y = f(zn)
= a = f(a) =lim, o0 f(7n) = lim, 40022 — 1, =a® — a
sa=a’-asa=0Va=2
= f3 nur stetigina =2und a =0

2. Fall: b € R\Q

= (yy,) mit y, € Q und limy, 0y, = b
Annahme: f ist stetig

limn—)oof(yn) = f(b) =b* - b,dabe€ R\Q
b?> — b = b nicht losbar fiir alle b
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