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Aufgabe 25:
Sei R ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit 1 6= 0 (Integrit�atsring). Zeigen Sie:

(i) In der Menge R � (Rnf0g) ist durch

(a; b) � (a0; b0) , ab0 = a0b

eine �Aquivalenzrelation de�niert.
Wir schreiben a

b
f�ur die durch (a; b) repr�asentierte �Aquivalenzklasse sowie

Q(R) :=
na
b
j (a; b) 2 R � (Rnf0g)

o

f�ur die Menge aller �Aquivalenzklassen.
(ii) Durch

a

b
+

a0

b0
:=

ab0 + ba0

bb0
;
a

b
�
a0

b0
:=

aa0

bb0

erhalten wir wohlde�nierte Verkn�upfungen + und � auf Q(R).
(iii) (Q(R);+; �) ist ein K�orper (Quotientenk�orper von R).

Aufgabe 26:
Seien u; v 2Z. Wir sagen: u teilt v, in Zeichen ujv, falls ein k 2Zexistiert mit u � k = v.
Seien a; b 2Znf0g. De�nieren Sie induktiv eine Folge c0; c1; c2; : : : ganzer Zahlen durch

c0 = a;

c1 = b;

ci+1 =

�
der Rest von ci�1 bei der Division durch ci; falls ci 6= 0;
0 sonst:

Zeigen Sie: Es gibt einen kleinsten Index n mit cn+1 = 0: F�ur dieses n gilt:

(i) cnja und cnjb
(ii) cn ist ein gr�o�ter gemeinsamer Teiler von a und b, d.h. es gilt:

dja und djb ) djcn

Aufgabe 27:
Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle K�orper mit 4 Elementen.

Aufgabe 28:
Seien K ein K�orper und a0; : : : ; an; b0 : : : ; bn 2 K mit ai 6= aj f�ur alle i 6= j. Zeigen Sie:
Es gibt genau ein Polynom f 2 K[x] vom Grad � n, so da� f(ai) = bi f�ur i = 1; : : : ; n.
Hinweis: Konstruieren Sie zuerst Polynome gk 2 K[x] vom Grad � n mit

gk(ai) =

�
1 f�ur i = k;

0 f�ur i 6= k:


