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Kapitel O

Motivation

Das Wort Algebra entstand aus dem Titel eines arabischen Werkes von Muhammed ibu Mdsa
Alchwarizmi aus dem ersten Viertel des 9. Jahrhunderts nach Christus. Naiv kbnnen wir sagen:
Algebra ist die mathematische Wissenschaft, die sich mit dem L&sen von algebraischen
Gleichungen beschaftigt.
Eine typische algebraische Gleichung ist etwa

X3 —6x%+11x— 6=0.
Sie hat die drei Losungen
X=1x=2 und Xx=3.
Diese Ldsungen sind wie dioeffizienten 1, -6, 11, -6anze Zahlen. Hingegen hat
X} —6x°+11x—5=0

auch ganzzahlige Koeffizienten, aber keine ganzzahlige Lésungen. Sucht man Lésungen in
gréReren Zahlbereichen, so erhélt man zunéchst die irrationale Losung

X=2— éﬁ‘/ 108— 12v/69— %i’/ 108+ 12/609.

Zwei weitere Losungen ergeben sich, wenn man nicht nur reelle, sondern auch komplexe
Zahlen als Losungen zulasst.
Allgemeiner kann man Gleichungen der Form

anX"+an-1X" 1+ +ax+ag =0 (1)

betrachten. Dabei sind di€oeffizienten aZahlen aus einem bestimmten Zahlbereich, etwa
ganze oder rationale oder reelle oder komplexe ZahlenxusiceineUnbestimmtéoderVa-
riable). EineLosungvon (1) ist eine Zahl, die die Gleichung erfiillt, wenn man sie an Stelle von
x einsetzt. Eine Gleichung wid) heil3t auchalgebraische Gleichung in einer Unbestimmten
X. Istan # 0 so nennt man denGrad der Gleichung
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Ein Ausdruckp(x) der Form

p(x) = anX"+aq_1X" 1+ +ax+a0, an#0,

heitPolynom vom Grade m der Unbestimmten mit Koeffizienten gin einem gegebenen
Zahlbereich. Die Losungen vao(x) = 0 nennt man di&lullstellenvon p.

Noch allgemeiner betrachtet m&olynome in mehreren Variableatwa in den zwei Va-
riablenx undy:

n m i J
p(x,y) = i;j;qjxy :

Die Nullstellen von p sind Losungen der Gleichung

p(x,y) = 0.

Wir setzen im folgenden einmal voraus, dai3 die Koeffizieatereelle Zahlen sind, und
lassen als Losungen auch nur Paare reeller Zahlen zu. Dann kénnen wir die Losungen als
Punkte in der Ebene mit den cartesischen Koordingatgy) deuten.

Beispiel 0.1.Wir betrachten die Gleichung
X2 — 6x° +11x—y = 0.
Diese kénnen wir in die folgende Form bringen:
y =X — 6x° + 11x.

Die Losungen stellen dann eiatgebraische Kurve dar
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Eine Gleichung(x,y) = 0 hatim Allgemeinen also unendlich viele Ldsungen, namlich al-
le Punkte der entsprechenden ebenen Kurve. Anders sieht die Sache aus, wenn wir ein System
von zwei algebraischen Gleichungen in zwei Unbekannten betrachten:

p(x,y) =0
q(xy) =0 @

Zu diesen Gleichungen gehéren die zwei Kurven der Nullstellenmengen

C={(xy)|pxy) =0},
D={(xy)|a(xy)=0}.

Losungen vonZ) entsprechen genau den Punkten im Durchschnitt der Kurven
CnD.

Wenn diese Kurven nicht ganze “Stiicke” gemeinsam haben, so kann man erwart€m, daf3

D nur aus endlich vielen Punkten besteht. Beliebige algebraische Gleichpgen = 0,

d.h. beliebige ebene algebraische Kurven, studiert man ilgebraischen Geometriém
Rahmen unserer Vorlesung hier beschaftigen wir uns nur mit den allereinfachsten Kurven,
den Geraden (lateinischnea):

ax+bx=a.

Wir sprechen auch von einénearen GleichungBetrachten wir wie oben zwei solche Glei-
chungen, so erhalten wir eBystem von zwei linearen Gleichungen in zwei Variablen

ax+by=a

cx+dy=9 (3)

Geometrisch lassen sich die Losungen durch Betrachten von

L={(xy) |ax+by=a} |,
L'={(xy) | cx+dy= B}

beschreiben. Setzen wir fur den Augenblick voraus, @aB) # (0,0) und (c,d) # (0,0),
so sindL undL’ Geraden in der (x,y)-Ebene, und fir den DurchscHnittl’ sind drei Falle
maglich:

(i) LundL’ sind nicht parallel, d.H.NL’ besteht aus genau einem Punkt.
(i) LundL’sind parallel und verschieden, dinL’ = .
(iii) LundL’sind gleich, d.hLNL' =L =L’ ist eine Gerade.
Fur (3) bedeutet dies:

() Es gibt genau eine Lésung.
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(i) Es gibt keine Losung.
(iif) Es gibt unendlich viele Lésungen.

Um herauszufinden, unter welchen algebraischen Bedingungen dieilzdli¢ ¢nd (ii) ein-
treten, formen wir §) um: Multiplikation mitd, b, c unda liefert

adx+ bdy=da
bex+ bdy= bp

acx+ bcy=ca
acx+ady= af

Durch Subtraktion ergibt sich

(4)

Fall A. (ad—bc) #0.

Dann hat 4) und damit auch3) genau eine Lésung, es liegt also der Fglivor. Die Zahl
ad — bcist offensichtlich eine wichtige Groél3e, die dem Schema der Koeffizienteie,d des
Gleichungssystems zugeordnet ist. Wir schreiben das Koeffizientenschema auch in Form einer

Matrix
ab
c d/)’

Die Zahl ad — bc heil’t dieDeterminantedes Koeffizienten-Schemas bzw. der Matrix, wir
schreiben

a b a b
det(c d)zc d

Fir die eindeutig bestimmte Losuig y) von (3) hat man

‘ =ad—bc.

a b a a
B d c B
X= ) y:
ab ab
cd C d‘
(Cramersche Regel, 17R0 O
Wenn die Determinante verschwindet, gibt es zwei mogliche Félle.
ab a b a a
Fall B. d_OundB d;«éOoderC B;&O.

Hier hat @) und somit auch3) keine Losung, es liegt also der Fall)(vor. OJ



Fall C.

=0.

c d B d cpB

Nach Voraussetzung gil, b) # (0,0) und (c,d) # (0,0). Sei ohne Beschrankung der All-
gemeinheita # 0. Dann ist auclt # 0, denn sonst ware weger — bc = 0 auchd = 0 im
Widerspruch zu(c,d) # (0,0). Also sinda und c ungleich 0. Deswegen haB)(dieselben
Lésungen wie

ab‘

Gb‘ a a

acx+ bcy= ca
acx+ady=ap .

Diese Gleichungen sind aber im Falle C identisch, wir erhalten als Losungen alle Punkte auf
der Geraden

ax+by=a. O

Fall A entspricht alsoif, Fall B entsprichti{) und Fall C entsprichtiif). Wir haben die
verschiedenen Mdglichkeiten fur die Lésungen unseres lineraren Gleichungssystems eindeu-
tig durch Determinantenbedingungen charakterisiert, und damit die Theorie von zwei linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten im Wesentlichen erledigt.

In der Praxis hat man es haufig mit sehr viel gréf3eren Gleichungssystemen zu tun (mehrere
hundert Unbekannte). Es ist deswegen wichtig, systematische Schreibweisen einzufiihren. Fur
die Variablen benutzen wir indizierte Buchstaben, etwa. ., x,, fir die Koeffizienten benut-
zen wir doppelt indizierte Buchstaben, etesd, ..., ain,...,ann. Ein System vomm linearen
Gleichungen im Unbestimmten geben wir meist in der folgenden Form an:

agaX1 +agXe + - +anXn = by
ap1X1+agoXo+ -+ - +anXn = b2

am X1 + amX2 + - - - + amrXn = bm

Dabei sind die Koeffizienteaj bestimmte “Zahlen” aus einem im Kontext festgelegten Zahl-
bereich K, meist aus einem bestimmten Korper (z.B. aus dem Korper der reellen Zahlen).
Ebenso sind did; bestimmte Zahlen aus diesem Zahlbereich. Eine Losung des Gleichungs-
systems ist ein System vanZahlenc;,...,c, ausK, so dal’ beim Einsetzen vas,...,cy

statt der Unbestimmtery, ..., x, die Gleichungen des Systems identisch erflllt sind. Beim
Betrachten von Gleichungen in zwei Variablen haben wir zwei Zahlen (Variable) zu einem
Paar (x1,X2) zusammengefasst. Analog bildet mEipel (x1, x2,x3) und allgemeinen-Tupel
(X1,...,%n) von Zahlen (Variablen). Ebenso fassen wir die Koeffizierdgrzu einer Matrix

(ajj) zusammen. Diese stellt man sich als rechteckige Anordnung von Elenagnten:

air ... adin
Az(a‘j)Z(aaj)% ' '

<i<m =
<j<n

= 8mi .- @mn
Die ajj heil3en die Koeffizienten der Matrix. Liegen diese alle in einem Zahlbei€jco
sprechen wir von einer Matrix mit Koeffizienten i Die Zahlenajy, a0, . .., an bilden die

i-te Zeilevon (&;j ), die Zahlerayj,...,am;j diej-te Spaltevon (ag;j):
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a1 ... A ... an
a1 ... & ... an — i-te Zeile
dmi ... mj --- 9mn
/]\
j-te Spalte

Eine Matrix (&j)1<—i<—m heilltmx n-Matrix. Die Menge allem x n-Matrizen mit Koeffizi-
l<=j<=n
enten inK bezeichnen wir miM(m x n,K). Die Menge allen-Tupel(cy,...,cn) von Zahlen

C1,...,Cn ausK wird mit K" bezeichnet.

Zusammenfassung 0.2Ein System vommlinearen Gleichungen in Unbekannten mit Koef-
fizienten inK wird durch zwei Daten gegeben. Eine Koeffizientenmadgixc M(mx n,K) und
einm-Tupel(by,...,by) € K™ Die Losungen des Gleichungssystems sildipel(xy, . .., Xn)
e K" O

Ist ein lineares Gleichungssystem gegeben, so stellen wir uns folgende Fragen:
e Hat das Gleichungssystem Losungen?

e Wie viele Lésungen hat das System?

e Wie findet man die Losungen?

Diese Fragen haben wir fir;22-Matrizen mit Hilfe von Determinantenbedingungen beant-
wortet. Spater werden wir unter anderem allgemeinnféirn-Matrizen Determinanten defi-
nieren und damit eine mdgliche Antwort auf obige Fragen geben. Allgemein kann man sa-
gen: DieAufgabe der linearen Algebiiat es, eine systematische Theorie der Losung linearer
Gleichungssysteme zu entwickeln. In diesem Zusammenhang st63t man automatisch auf eine
bestimmte Struktur, ndmlich digektorraumstrukturBetrachten wir einmal eihomogenes
lineares Gleichungssystermh.h. ein solches, bei dem die rechte Seite verschwindet:

apaX1+ - +anXn =0
5 ()
amiX1+ -+ am¥n = 0

Eine einzelne Gleichung
ai1X1 + -+ +a@inXn =0
kdnnen wir mit einem beliebigeme K multiplizieren und erhalten die Gleichung

aj18xy + -+ + & = 0.
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Also ist mitxy,...,xn auchax,...,ax, eine Lésung vong). Fur n-Tupel definieren wir des-
wegen auch

a(Xg,...,Xn) = (axg,...,a%).
Analog erhalten wir durch addieren der Gleichungen: (Mit. .., Xn) und(ys,...,Yn) ist auch

(X1, %) + (Y15---,¥n) 1= (X +Y1,- -, Xn +Yn)

eine Losung vong). DieseSkalarmultiplikationund Additionerfillen gewisse Rechenregeln
(in Abh&ngigkeit von Rechenregeln fur unseren Zahlber&ghSchreiben wir abkirzend
X=(Xg,...,Xn) SOwie=- fur “daraus folgt”, so gilt also:

X Loésung a Zahlin K = ax Losung
X,y Losungen = X+Yy LOsung

Daraus folgt auch:
X,y Losungen ab Zahlenin K = ax+by L&sung

Wir nennenax+ by eineLinearkombinatiornvon x undy.

Zusammenfassung 0.3Linearkombinationen von Losungen vds) 6ind also wieder Losun-
gen. Durch oben definierte Skalarmultiplikation und Addition erhalten wir eine Struktur auf
der MengeV aller L6sungen. Die Eigenschaften dieser Struktur hangen von dendf &bn

Wir werden spater sehen: Ist z.B.ein Korper, so istV ein K-Vektorraum 0J

Wir wollen nun die Motivation beenden und darangehen, uns die angesprochenen Begriffe
mathematisch exakt zu erarbeiten. Dabei verwenden wir:

Definition 0.4 (Logische Schreibweisen).
v: fur alle
3. es existiert
=-: daraus folgt
< genau dann wenn

Aufgaben

Aufgabe 0.Bestimmen Sie sowohl geometrisch, d.h. durch Zeichnen der entsprechenden Ge-
raden, als auch algebraisch, d.h. mit Hilfe von Determinantenbedingungen, alle Losungen der
folgenden linearen Gleichungssysteme:

(i)
2X+3y=4
SX+06y=7
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(ii)

(iii)

2X+3y=4
4x+06y=7

2X+3y=4
4x+4-6y =8



Kapitel 1

Mengen, Abbildungen und Relationen

Wir wollen hier nicht auf die schwierige Frage eingehen, wie der Begriff “Menge” erklart wer-
den kann. Das ist Gegenstand der mathematischen Grundlagenforschung. Naiv kdnnte man
sagen: Eine wohlbestimmte Gesamtheit von Objekten hei3tMarege die Objekte selbst
heil3en dieElementeoder gelegentlich auch dieunktedieser Menge. Zwei Mengen heil3en
gleich, wenn sie dieselben Elemente haben.

Naturlich ist dies keine exakte mathematische Definition, da Begriffe wie wohlbestimmt
oder Gesamtheit nicht néher erlautert wurden. Mit Problemen dieser Art wollen wir uns hier
nicht beschaftigen. Fur die lineare Algebra gentigt es, einige elementare Regeln und Bezeich-
nungen zu erlautern.

Endliche Mengen kann man im Prinzip durch eine vollstandige Liste ihrer Elemente ange-
ben. Wir schreiben

X={X1,..-, %},

wenn die MengeX aus den Elementex, ... , X, besteht. Dabei missen die Elemente nicht
notwendig verschieden sein und die Reihenfolge ist gleichgultig. Es ist etwa

{1,2,3,1} = {1,2,3} = {2,1,3}.

X1,...,%n heiBenpaarweise verschiedemvennx; # x; fur i # j. In diesem Fall isX eine
n-elementigd/enge. Ein erstes Beispiel einer unendlichen Menge ist die Menge

N:={0,1,2,3,...}
dernaturlichen ZahlereinschlieR3lich der Null. Weitere Beispiele sind die Menge
Z:={0,+£1,+2,+3, ...}

derganzen Zahlendie Menge

Q:{g‘ilqezaq#o}

derrationalen Zahlenund die MengeR derreellen ZahlenZur Konstruktion dieser Zahlen
verweisen wir auf die Analysis.

13
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Definition 1.1. (i) Die Schreibweisex € X bedeutet, daf ein Element der MengX ist.
Ist dies nicht der Fall, so schreiben wigz X.

(i) Eine MengeA heil3tTeilmengeder MengeX, wenn giltx € A = x € X. Mit anderen
Worten : Jedes Element voh liegt auch inX. In diesem Fall schreiben wik C X,
andernfallsA ¢ X.

O

Bemerkung 1.2.Aus gegebenen Mengen kann man Teilmengen auswahlen, die durch gewisse
Eigenschaften charakterisiert sind, etwa

X ={neN|nistgeradé
—={0,2,4,6,8,...}.

Beispiel 1.3. (i) 3e N, ¢N.
(i) NCZCQCR.

Definition 1.4. (i) Mit 0 bezeichnet man dieere Mengedie kein Element enthalt.

(i) Ist X eine Menge so bezeichnen wir mi(X) die Menge aller Teilmengen vox und
nenner3(X) die Potenzmengeon X. Diese enthéalt die leere Menge uKdselbst.
O

Beispiel 1.593({1,2}) = {0, {1},{2},{1,2}}.
O

Wir kommen zu einigen mengentheoretischen Operationen. Wenden wir diese Operatio-
nen auf Elemente einer PotenzmefgeX) an, so ergeben sich wieder Elemente §&(X).

Definition 1.6. SeienA undB beliebige Mengen.

0 AUB:={x|xc A oder xeB}
heil3t dieVereinigungvon A undB.
(ii)
ANB:={x|xeA und xeB}
heil3t derDurchschnittvon A undB.
(iii)

B\A:={x|xeB und x¢A}
heil3t dieDifferenzvon B und A.



(iv) Ist A eine Teilmenge voB, so schreiben wir
CsA:=B\A
und nennergA daskomplementon A in B.

(v) AundB hei3endisjunkt wenn giltANB = 0.

4

AUB ANB B\ A
Abbildung 1.1: Mengenoperationen

Beispiel 1.7 Jede rationale Zahl laf3t sich als abbrechende oder periodische Dezimalzahl dar-

stellen, etw% =0,6 oder% =0,3. Diejenigen Dezimalzahlen, die weder abbrechend, noch
periodisch sind, nennt man auaiationale Zahlen Die Menge der rationalen Zahlen und
die Menge der irrationalen Zahlen sind disjunkt, ihre Vereinigung ist geRagehe Analy-

sis).

Rechenregeln 1.8Sind AB,C Mengen, so gilt:
0 AUB=BUA -
AAB—BAA (Kommutativitit)

(i)
ﬁﬁ Eg%g z gﬁ% g; Eg (Assoziativifit)

Sind AB Teilmengen der Menge X, so gilt:

(i)
Cx(AU B) = CxAnCxB

Cx(ANB) = CxAUCxB (Distributivitat)

Beweis.Wir zeigen nur

Cx (AUB) = CxANCxB,
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die anderen Aussagen behandeln wir in den Aufgaben.

x € Cx(AUB) & x < X undx ¢ AUB
& xeXundxg Aundx ¢ B
& (xe Xundx ¢ A) und(x € X undx ¢ B)
< x e bxAundx e CxB
< x e CxAnCxB

Von grol3er Bedeutung ist das

Beweisprinzip durch vollstandige Induktion 1.9.Jeder natirlichen Zatl sei eine Aussage
A(n) zugeordnet, so dal gilt:

(i) Die AussageA(0) ist wabhr.
(i) V ne N qgilt: Ist A(n) wahr, so auc\(n+1).
Dann istA(n) wahrv n € N, O

Bemerkung und Definition 1.10.Benutzt man 1.9 um zu zeigen, daf3 die Aussagg wahr
IstV n € N, so spricht man von eineBeweis durch vollstadndige InduktioDer Nachweis von
A(0) heifdtinduktionsanfangder Schlufd voi\(n) (der InduktionsannahmewfA(n-+1) (der
Induktionsbehauptundeil3tinduktionsschluf

Mit demselben Prinzip beweist man die Gultigkeit von Aussa@@) fur allen € N die
groRer oder gleich einem gegebemgr N sind. Dazu muf man in (i) dam{ng) nachweisen.
Manchmal formuliert man den Induktionsschluf3 auch so, dall marAyor- 1) auf A(n)
schlief3t. O

Satz 1.11Ist X eine Menge mit genau n Elementen, so besteht die Potenzfiédgaus2"
Elementen.

Beweis.Durch vollstandige Induktion.

Induktionsanfangn =0

Hat X keine Elemente, so ist = 0 und somit3(X) = B (0) = {0}. Also hat3(X) genau
1= 20 Elemente.

Induktionsschluf® Sein € N.

InduktionsannahmeJeden-elementige Menge hat genati eilmengen.
Induktionsbehauptunglede(n+ 1)-elementige Menge hat genali2 Teilmengen.
SeialsaX = {xy,...,Xn+1} €ine Menge mih+ 1 Elementen. Wir betrachtefi = {x1,...,Xn}.
Dann hat3(X’) nach Induktionsannahmé' Elemente. IstA € B(X’), so sindA und AU
{Xn+1} Elemente vori3(X). Auf diese Weise erhalt man alle Teilmengen WnAlso hat
PB(X) genau 22" = 2™ Elemente. O
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Als weitere Anwendung zeigen wir:

Satz 1.12Sei AC N, A+# 0. Dann besitzt A eikleinstes Element
dape Amit ac A= a>a.

Beweis.Annahme Die Aussage ist falsch.
Dann gibt es eine TeilmengeC N, A +# 0, ohne kleinstes Element. Sei

B={neN|{0,1,2,...,n}NA#0}.

Wir zeigen durch vollstandige InduktioB:= N.
Induktionsanfang 0 € B, denn sonst ware @ A und 0 ware kleinstes Element vén
InduktionsschlussSein € N.

Induktionsannahmen < B.

Induktionsbehauptungn+1 € B.
Wegenn € BsindQ1,2,...,n¢ A. Waren+1 € A sofolgten+1<aVaeA dh.n+1
ware kleinstes Element. Also istt-1 ¢ A, es folgtn+ 1 € B.

Somit gilt B =N im Widerspruch zlA # 0. Also war unsere Annahme falsch und somit
ist der Satz bewiesen. O

Definition 1.13.SeienX undY Mengen. Eine Vorschrift, die jedem Element X genau ein
Elementy = f(x) € Y zuordnet heil3tAbbildungvon X nachY. Man schreibt dafiir auch

f:X—=Y oder X—f>Y

f:X=Y, x— f(x),

und nenntf (x) dasBild von x unter f. X heif3t DefinitionsbereiclundY Werte-oder Bildbe-
reichvonf : X =Y.
Die Menge aller Abbildungen voX nachY bezeichnen wir mit AbpX,Y). O

bzw.

Bemerkung und Definition 1.14. (i) Ist X eine Menge, so ist
idx : X — X, X— X,
eine Abbildung, diedentische Abbildungvon X).

(i) Sindf:X —Yundg:Y — Z zwei Abbildungen, so erhalt man eine neue Abbildung
durch die Vorschrift

gof:X—2Z x—g(f(x)).

Diese heil3Kompositiorvon f undg.
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Definition 1.15.Eine Abbildungf : X — Y heil3t
(i) injektiv, fallsV x,x' € X gilt

(i) surjektiy falls

VyeY IxeXmitf(x)=y,

(i) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Satz und Definition 1.16.Fur eine Abbildung £ X — Y sind &quivalent:
(i) f ist bijektiv
(i) 3 Abbildung g Y — X mit
go f =idx und fog=idy
Eine Abbildung g wie in (ii) ist durch f eindeutig bestimmt und wird mit bezeichnet. 1
heil3t Umkehrabbildungzu f oder die zu finverse Abbildung

Beweis.'(i) =(ii)’. Sei f bijektiv. Wir definiereng wie folgt. Seiy € Y. Da f surjektiv ist
JIx e X mit f(x) =y. Das Elemenk ist durchy und f eindeutig bestimmt, d& auch injektiv
ist. Wir setzerg(y) := x. Dann folgt mity = f(x):

(go f)(x) = g(f(x)) =9(y) =x=idx, und
(fog)(y) = f(a(y) = f(x) =y=idy.

Da im ersten Falk und im zweiten Faly beliebig sind folgt
gof =idx undfog=idy.

‘(i) =(@1). Seig:Y — X eine Abbildung miigo f =idy, f og = idy.
Dann istf injektiv: Sindx,x' € X mit f(x) = f(X), so gilt

x=g(f(x) = g(f(x)) =X.

f ist auch surjektiv: Isy € Y, so gilt furx = g(y):

FO) = f(a(y) =v.

Insgesamt folgt, daf bijektiv ist.
Sindg undg’ zwei Abbildungen, die (ii) erflllen, so gitty € Y: f(g(y)) =y = f(d'(y)).
Also istg= ¢/, d. h.g st eindeutig bestimmt. O
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Bemerkung und Definition 1.17.Seif : X — Y eine Abbildung.
(i) IstAC X eine Teilmenge, so ist
f(A):={yeY|IxeAmit f(x) =y}
eine Teilmenge voiY, die Bildmengevon A unter f. Insbesondere heif3t
Bild f := f(X)
das Bild von f.
(i) I1stB CY eine Teilmenge, so ist

f~1(B):={xe X | f(x) € B}

A
eine Teilmenge voix, die Urbildmenge vorB unterf. F-1(y) m
(iii) Isty €Y, so heil3t
_ _ —_—
fy) =1y 1t

die Faservon f Ubery.
(iv) IstAcC X, soist
fIATA=Y, x— f(x)
eine Abbildung, di€€inschrankungon f aufA.

Beispiel 1.18. (i) Sicher ist
fiR—R, x— X2,

eine Abbildung.f ist nicht injektiv, da z.B£1 dasselbe Bild-1 habenf ist auch nicht
surjektiv, da etwa-1 kein Urbild hat. Definieren wir

R4 ={xeR|x>0},

So ist
R— Ry, Xx— X2, R
surjektiv,
/(%)
Ry - R, Xx— X2, |
|
injektiv und N
e
R—i— - R-l—? X— X27

bijektiv.
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(i) Die Vorschrift
]R-F - R? X— j:\/;(v

ist keine Abbildung, da dadurch jedem> 0 zwei Punkte zugeordnet werden. Dagegen
ist

Ry — Ry, Xx— +v/X,
eine Abbildung, und zwar die Umkehrabbildung von
R+ — R+, X— X2.

OJ

Jedes n-Tupelxy,...,Xn) von Elementen in einem Zahlbereighwie in der Motivation
entspricht einer Abbildung

{4,...,n} = K, i—Xx,
die jeder Zahl € {1,...,n} das Elemenx; zuordnet. Allgemeiner erklaren wir:
Definition 1.19.Ist
¢:1—-X
eine Abbildung zwischen zwei Mengen, so schreiben wir auch
(X)iel mit x = (i)

fir ¢ und sprechen von eindfamilie (oder einem —Tupel) von Elementen iXX mit Index-
menge | Wir schreiben

X!":= Abb(I,X)

fur die Menge allet —Tupel inX.
Istl =N, so heil3t(x,)nen €ine Folgein X.
Istl ={1,...,n}, so bezeichnen wir mit

XX xXi= Xn = X{l,-..ﬁ}

die Menge allen—Tupelvon Elementen irX. Wir sprechen auch vomgeordneten A Tupeln
(X1,...,%n) und betonen damit, daf? durch die Abbildufig...,n} — X, i — X;, eine Reihen-
folge festgelegt ist. O

Beispiel 1.20In N? gilt etwa
(1,2) #(2,1)
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Bemerkung und Definition 1.21.Betrachten wir in 1.19 Abbildungen von einer Indexmenge
| # 0 in eine Menge von Mengen, so ergibt sich der Begriff deamilie von Mengenlst
(X)ic eine solche, so erhalten wir analog zu 1.6 WereinigungderX;, i € I, durch

UX ={x|3i el mitxe X},
iel
und den Durchschnitt de, i € I, durch
(X ={x|xeX Viel}.

iel
Weiter heil3t
”m::meAmmijxuMUEMVieu

i€l
das kartesischeoder direkte ProdukterX;,i € I. Man schreibt daftir auch

”Nz{MMMMGNVMH}

und nennt; die i—te Komponentgon (X )ic| .
Ist speziellX; = X Viel, soist
”m:w.
IS

O

Bemerkung 1.22.Durch ein Elementx;)ic| € [ic) X wird Vi € | ausX ein Elementx; aus-
gewahlt. Damit dies Uberhaupt mdglich ist, mul3 jedemindestens ein Element enthalten,

es mul3X; £ 0 gelten. Dal? man auch im Falle unendlicher Indexmengen stets eine Auswabhl

treffen kann, besagt das sogenannte

Auswahlaxiomist (X)ic| eine Familie von Mengen, so gilt
XiA0Viel = |‘|xi7é0.
IS
Darauf wollen wir hier nicht weiter eingehen. O
Bemerkung und Definition 1.23.Ist (X;)ic| eine Familie von Mengen, so ist
pi i [1% — X, (X)iel — X,
]

eine Abbildung, die-te kanonische Projektiofoder auchProjektion auf die i-te Komponente
Ist allgemeined C | eine Teilmenge der Indexmenge, so haben wir 8iregektion

Dxi — D]Xj, (X )iet — (Xj)jea-
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Definition 1.24.1Ist f : X — Y eine beliebige Abbildung zwischen zwei Mengen, so heif3t
Me:={(xy) e XxY[f(x) =y}
derGraphvon f. O

Mit Hilfe des Graphen kann man sich, wie bereits in 1.18 gesehen, Abbildungen veran-
schaulichen.

Beispiel 1.25Der Graph vonf : R — R, x — X2, sieht wie folgt aus:

Aufgaben

Aufgabe 1.Beweisen Sie die Rechenregdli8 aus der Vorlesung.

Aufgabe 2.Leiten Sie aus Satk.12der Vorlesung folgende Eigenschaft vérab:
Sinda,b € Z, und istb > 0, so gibt es eindeutig bestimmte Zahtgn € Z mit

a=Dbg+rund0<r <hb.

Aufgabe 3.Zeigen Sie durch vollstandige Induktion:

(i) Istae N, sogilt(1+a)" > 1+nafurallene N.

(i) Esgiltn?> 3nfirallene N, n> 3.
Aufgabe 4.Seienf : X — Y, g:Y — Z Abbildungen undjo f : X — Z die Komposition von
f undg. Zeigen Sie, dal} gilt:

() Sind f undg injektiv (surjektiv), so ist auclgo f injektiv (surjektiv).
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(ii) Istgo f injektiv (surjektiv), so ist auch injektiv (g surjektiv).

Wir kommen nun zu Aquivalenzrelationen. Diese dienen sowohl zur Konstruktion von
Mengen als auch zur ‘Injektivisierung’ von Abbildungen.

Definition 1.26.Sei X eine Menge. Eindelationin X ist eine Aussage fir geordnete Paare
(x,y) € X x X, d.h.inX x X ist eine TeilmengdR gegeben durch die Paafey), die diese
Aussage erflllen. Wir schreiben auch

XRy fur (x,y) € R
Eine RelatiorR C X x X heif3t
(i) reflexiy fallsV x € X gilt
XRX

(i) symmetrischfallsV x,y € X gilt:
XRy = yRx

(i) antisymmetrischfallsV x,y € Xgilt

XRy und yRx = x=y,

(iv) transitiv, fallsV x,y,z € X gilt:

XRy und yRz = xRz

O

Definition 1.27.Eine RelatiorRin einer MengeX heiRtAquivalenzrelationwennR reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist. In diesem Fall schreibt man oft audtir R und somit auch

X~y fur xRy
Furx € X heifdt
M=~ :={yeX|y~x}

die Aquivalenzklasseon x. O

Satz und Definition 1.28.Sei~ eine Aquivalenzrelation in der Menge X. Dann ist X die Ver-
einigung der Aquivalenzklassen bezuglich Diese Aquivalenzklassen sind paarweise dis-
junkte, nichtleere Teilmengen von X. Genauer gilt:

XN #0 & x~y < [X =]y
Jedes ¥t [x] heiBtReprasentarder Aquivalenzklassf].
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Beweis.Seix € X. Dann ist[x] # 0, dax € [x] wegenx ~ x. Daraus folgt auch, daR Vereini-
gung der Aquivalenzklassen beziiglishist.

Ist[x]N[y] # 0, sodze [x]N[y]. Also gilt z~ x undz ~ y. Wegen der Symmetrie und der
Transitivitét folgtx ~ y. Daraus wiederum ergibt si¢k] = [y|: Ist n@mlichu € [x], so istu ~ x
und wegerx ~ y auchu ~y, d. h.u € |y]. Es folgt[x] C [y]. Analog ergibt sichHy| C [X].

Ist andererseits| = [y], so istx € [x] = [y] und somit isfx] N [y] # O. O

Bemerkung und Definition 1.29.Sei~ eine Aquivalenzrelation in der Mengé Dann wird
die Menge der Aquivalenzklassen venmit

X/~
bezeichnet. Die Vorschrift
p: X — X/, x—[X],

definiert eine surjektive Abbildung, dl@nonische Projektiomon X aufX/... . O

Satz und Definition 1.30.Seien f: X — Y eine Abbildung unel eine Aquivalenzrelation in
X mit

x~X = f(x)=f(X).

Dann existiert genau eine Abbildung

fiX/o—>Y,
so dal’ daPiagramm
X 2 X/
NS
Y
kommutiert d. h. so daf3 gilt
fop=f.

Beweis.Wir definierenf durch die Vorschrift
frX/o =Y, X — f(x).

Um zu zeigen, da® eine Abbildung ist, mul3 man zeigen, dafvohldefiniertist, d. h. nicht
von der Wahl des Repréasentanteabhangt. Dies ergibt sich wie folgt:

X =[X] = x~X = f(x)=f(X).
Also ist f eine Abbildung und per Definition gilt
(fop)(x) = f(p(x)) = f(X) = f(x) VxeX.

Durch diese Eigenschaft is’é_teindeutig bestimmit. O
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Bemerkung 1.31.Ist f : X — Y eine Abbildung, so ist durch
x?x’ & f(x) = f(X)

eine Aquivalenzrelation iX definiert. Die zugehdrige Abbildung

fiX/o—Y
f

ist injektiv (und somit bijektiv als Abbildung(/.. — Bild f_):
f

() = f(X]) = f(x)=1(X) = x~X = [X. =[]

f f

Beispiel 1.321In Z ist durch
a~b < a—bistgerade
offensichtlich eine Aquivalenzrelation definiert. Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen:

0] = {a€ Z|agerade,
[1] = {a€ Z | aungeradé.
0

1
Im letzten Teil dieses Abschnittes besprechen wir mit dem Lemma von Zorn ein wichtiges -
beweistechnisches Hilfsmittel.

Definition 1.33.Eine RelatiorR in der MengeX heil3tOrdnung(srelation)wenn sie reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist. In diesem Fall schreiben wir oft atdir R und nennerx
eine durch< geordnete Meng@&\Neiter schreiben wir abkiirzend

x<y fur (x<y und x#£vy).
0

Bemerkung und Definition 1.34.Seien< eine Ordnung inX und A C X. Dann erhalt man
durch Beschrankung vof auf die Elemente voi eine Ordnung im, die induzierte Ord-

nung Wenn nicht anders erwahnt, sind Teilmengen von geordneten Mengen immer mit der
induzierten Ordnung versehen. 0J

Beispiel 1.35Die natirliche Ordnunegt in R und die dadurch induzierten Ordnungen in
NCZcCcQcCR

(vergleiche wieder Analysis). O
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Definition 1.36.Eine Ordnung< in X heif3ttotal (X heif3t durch< total geordnetoder eine
Kette, wenn gilt:

X,y € X = x<y odery<x

(je zwei Elemente sind bezuglich vergleichbaj. O

Beispiel 1.37. (i) <inR st total.

e
<]

(i) SeiX eine Menge. Dann ist durch
A<B &< AcCB

eine Ordnung iR (X) definiert. HatX mehr als ein Element, so ist nicht total: Sind
X,y € X mit X # Y, so sind{x} und{y} nicht vergleichbar.

O
Definition 1.38.Sei< eine Ordnung irX.
(i) ze X heiRtmaximales Elememnon X, wenn gilt:
XEX, X>Z2= X=12
(i) SindA C Xundze X, so heil3z obere Schrankeon A, wenn gilt:
XeA = x<z
Analog definiert man die Begriffminimales Elemeninduntere Schranke O

Definition 1.39.Eine Ordnung< in X hei3tinduktivbzw. X heifl3t durch< induktiv geordnet
wenn jede total geordnete Teilmenge vorine obere Schranke K besitzt. O

Beispiel 1.40. (i) <in R st nicht induktiv.

(i) <inP(X) wie oben ist trivialerweise induktiv, d4 ein (eindeutig bestimmtes) maxi-
males Element ist.
O

In Beweisen benutzt man die folgende Aussage, um die Existenz von maximalen Elemen-
ten zu zeigen.

Lemma von Zorn 1.41.Sei X eine induktiv geordnete Menge. Dann gibt es in X (mindestens)
ein maximales Element.

Bemerkung 1.42.Das Lemma von Zorn ist &quivalent zum Auswahlaxiom. Auf einen Beweis
dieser Tatsache wollen wir hier nicht eingehen. O



Kapitel 2
Gruppen, Ringe, Korper

Motivation 2.1. Die Addition in Z,Q oderR bzw. die Multiplikation inQ \ {0} oderR \
{0} sind Rechenoperationen, die weitgehend ubereinstimmenden Rechengesetzen unterliegen
(vergleiche wieder Analysis). So gilt z. B.

(a+b)+c=a+(b+c) bzw. (a-b)-c=a-(b-c).

Weiter gibt es ausgezeichnete Zahlen, namlich 0 bzw. 1, die sich bei diesen Operationen neu-
tral verhalten:

O+a=a+0=abzw. l.a=a-1=a.

SchlieBlich gilt

(—a)+a=a+(—a) =0 bzw. }-a: a 1 1,
a a
d. h. es gibt zu jederaeine Zahla' (nhamlich—a bzw. %), so dal3 die Summe bzw. das Produkt
dieser Zahlen gerade die jeweilige neutrale Zahl ergibt (im Falle der Multiplikation haben wir,
wie oben gesagg # 0 vorausgesetzt).

Da diese Rechenregeln das Zahlenrechnen weitgehend beherrschen und auch in vieI
anderen Fallen auftreten, ist es naheliegend, sie unabhéngig von der speziellen Natur der R
chengrofRen und der jeweiligen Operationen zu untersuchen. Das hat insbesondere den Vorteil,
dall mathematische Aussagen, die auf den grundlegenden Rechenregeln beruhen, nichtin jeder
Situation wieder neu bewiesen werden missen.

Bei dieser abstrakten Betrachtungsweise stehen also die Rechengesetze im Vordergrund:

Nicht womit man rechnet, ist wesentlich, sondern wie man rechnet. Man setzt lediglich voraus,
daf fur die Elemente einer gegebenen Menge eine Operation (Verknipfung) definiert ist, die
jedem geordneten Paéa, b) von Elementen der Menge wieder ein Element der Menge zu-
ordnet, und die den oben genannten Rechenregeln gentigt. Die Verknupfung selbst bezeichnen
wir mit dem Symbob. O

Definition 2.2. Eine VerknUpfing auf einer MengeX ist eine Abbildung
Xx X=X, (Xy) — Xoy.

27
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Ist A C X eine Teilmenge, und gilt

abeA = aobeA,

so heil3tA bzgl. o abgeschlossen. Ist dies der Fall, so erhalt man durch das Beschranken von
auf die Elemente voA eine Verknupfung auf, dieinduzierte Verknipfung O

Bemerkung und Definition 2.3.Seio eine Verknipfung auf der Mengé

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

o heil3tassoziatiywenn gilt
(aob)oc=ao(boc) Vab,ce X.
In diesem Fall nennen wir das Pdat, o) auch eineHalbgruppe
Ein Elemente € X heil3tneutrales Elemertteztglicho, wenn gilt
eoca=a=aoe VaecX.

Dieses istim Falle der Existenz eindeutig bestimmt:  ®irfdzwei neutrale Elemente,
so gilt

= eof = f.
f neutral eneutral

Jede Halbgruppe, die ein neutrales Element besitzt, Mofdbid

Ist (X, o) ein Monoid mit neutralem Elemesef so heif3ta € X invertierbarin X, wenn
es ein zwa inverses Elemenn X gibt, d. h.wenn3 a € X mit

doa=e=aod.

Ein zua inverses Element ist im Falle der Existenz eindeutig bestimmt und wird auch
mit a—! bezeichnet:  Sind’ unda’ zuainvers, so gilt

d =eocd =(a’0a)od =ad’o(acd)=a"ce=4a".
o heistkommutatiywenn gilt
aob=boa VabeX.

Eine Halbgruppe mit kommutativer Verknipfung heil3t dioenmutativedrderabelsche
Halbgruppe.

O

Definition 2.4. Eine Gruppeist ein Monoid, in dem jedes Element invertierbar ist. Mit ande-
ren Worten: Ein PaafG, o), bestehend aus einer MenGeund einer Verknupfung heif3t
Gruppe falls gilt:
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(i) oistassoziativ,
(i) es gibt ein neutrales Element bezuglicm G,
(i) jedes Element i besitzt ein inverses Element @
Gilt zusatzlich
(iv) o ist kommutativ,

so heil3t G, o) einekommutativedrderabelsche Gruppe O

Beispiel 2.5.(Z,+), (Q,+), (R, +) bzw. (Q\ {0},-), (R\ {0},-) sind abelsche Gruppen]

Aufgaben

Aufgabe 5.Zeigen Sie, daf fir eine Menge+~ 0 die folgenden Aussagen aquivalent sind:
(i) Xistendlich.
(i) Jede injektive Abbildungl — X ist bijektiv.

(iii) Jede surjektive Abbilduny — X ist bijektiv.

Aufgabe 6.Seif : X — Y eine Abbildung zwischen zwei Mengen. Zeigen Sie:

()
f1(f(A)) DA fiir ACX,
f(f~1(B)) c B fir BCY.
(ii)
1(NB)=nfie)
i€l il .. N
i(ys)-yrie R
icl iel
(iii)
f(na)enia
© ' r A! IS X).
f(ua) =yt AR

Zeigen Sie an Hand von Beispielen, dal in (i) und im ersten Fall von (iii) die Gleichheit im
Allgemeinen nicht gilt.
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Aufgabe 7.Sei X eine Menge mit genaa Elementen. Zeigen Sie: Die Anzahl der Paare
(A,B) € P(X) x P(X) mit ANB = 0 betragt 3.

Aufgabe 8. (a) Sei0 # X eine endliche geordnete Menge. Zeigen Sidaesitzt ein mini-
males und ein maximales Element.
(b) Sei X eine induktiv geordnete Menge mite X. Zeigen Sie: Es gibt ein maximales
Elemenze X mitx< z
Hier ist ein weiteres Beispiel:
Bemerkung und Definition 2.6. (i) Ist X eine Menge, so heil3en die Elemente von
S(X) :={f: X — X| f ist bijektiv}

auchPermutationervon X. Nach Aufgabe 4 ist die Komposition von zwei Permutatio-
nen wieder eine solche. Also isieine Verknupfung au§(X). Diese ist assoziativ:

((feg)oh)(x) = (fog)(h(x)) = f(g(h(x))) = f((goh)(x)) = (fo(goh))(x)
v f,g,he §X), VxeX.

Weiter ist id ein neutrales Element:

(idx of ) (x) = idx (f(x)) = f(x) = f(idx(x)) = (foidx)(X) V f € S(X), Vx € X.
Ist schlieRlichf € S(X), so ist die Umkehrabbildung~! ein zu f inverses Element:

flof=idx=fof L
Also ist (S(X), o) eine Gruppe, di€ermutationsgruppeon X.
(i) Im Falle der endlichen Mengfl, ...,n} C N schreibt man auch
S :=5{1,...,n}).

Firo € S, schreiben wir auch

o:<1 2 n) mit g; = o(i).

01 O2 ... Op

(iii) T € S heiltTranspositionwenn3 kI € {1,...,n}, k# I, mit

| i=Kk
(i)=<k i=I, 1<i<n.
i sonst

Wir sprechen auch von d&kertauschungonk undl. Fir jedes solche gilt toT =id,
d.h.tt=r1.
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(iv) Wie man leicht nachrechnet, iS; kommutativ fiurn = 1,2. Firn = 3 gilt dies nicht
mehr: Sind etwai, die Vertauschung von 1 und 2 sowigs die Vertauschung von 2

und 3, so gilt
4 ...n 1234...n_TT
4. n)7\231 4. pn) 2o

Wir wollen einige Regeln fir das Rechnen in Gruppen herleiten. Dazu bendtigen wir eine
andere Version des Beweisprinzips durch vollstandige Induktion. Diese ist offensichlich zu
1.9bzw. 1.10&quivalent.

=N
N W

1
T230T12= (3

O

Beweisprinzip durch vollstandige Induktion 2.7.Seing € N. Jeder naturlichen Zalnl> ng
sei eine AussagA(n) zugeordnet, so dal gilt:

(i) Die AussagéA(n) ist wahr.
(i) YneN,n>ng,gilt: Ist A(n) wahr fur allem € N mit ng < m<n, so auchA(n+1).
Dann istA(n) wahrV n e N,n > n. O

Sei nun(H, o) eine MengeH mit einer Verkipfung. Sinda,b € H, so heiRtacb auch
dasProduktvonaundb. Isto zuséatzlich assoziativ, d. h. i@H, o) eine Halbgruppe, so kdnnen
wir das Produkt von drei Elementanb, c € H durch

aoboc=(aoch)yoc=ao(boc)

definieren. Das Assoziativgesetz besagt, daf’ das Produla konunabhangig davon ist, in
welcher Weise (die durch die Klammersetzung beschrieben wird) es ausgerechnet wird. Dies
Ubertragt sich auf beliebige endliche Produkte.

Allgemeine Klammerregel 2.8.Ist (H, o) eine Halbgruppe, so ist d&odukt

ao---oap:=(...((agoap)oag)o---oan_1)oap

unabhangig von der Klammerung definiert.

Beweis.Durch vollstandige Induktion wie i8.7.
Induktionsanfang Die Aussage ist trivialerweise richtig fir= 1,2. Dal3 sie fum = 3 gilt,
besagt das Assoziativgesetz.
Induktionsschluf3 Seine N,n > 3.

Induktionsannahmelst 3< m< n, sindby, ..., by € H beliebig, und isP(by, ..., by) ein
durch beliebige Klammerung gewonnenes Produkthyn. ., by, so gilt

P(bl,,bm):bloobm

InduktionsbehauptungSinday, ...,an+1 € H beliebig, und isP(ay, . ..,an1) €in durch
beliebige Klammerung gewonnenes Produkt @gn..,as 1 € H, so gilt

P(ag,...,8 1) =a@10---0ani1.



32 2 Gruppen, Ringe, Korper

Seien als@y, . ..,an+1 € H undP(ay,...,a,+1) ein solches Produkt. Seien weiggrunda; 1
zwei aufeinanderfolgende Elemente, die bei der Ausrechnungaan. . ., a,;1) miteinander
verknupft werden. Dann gilt

P(ag,...,an;1) = (@10---0dj_1)o(aod11)o(q120---0any1)

(;) (((alo---oai_l)oai)Oai+1)o(ai+zo...oan+1)

= (ay0--0ai11) 0 (8120 08n41)
= (awo---0d1)o((@+20-0an)oan+1)

(:*) ((ago---oaiy1)o(@20---0an))cans1

= (ago---oan)oani1
:alo.oa{]+1

Dabei haben wir jeweils die Induktionsannahme angewandt (in defxjrgiekennzeichneten
Fallen ist dies direkt das Assoziativgesetz). F&rl undi > n— 1 muf3 man die Gleichungen

richtig interpretieren.
O

Definition 2.9. Seien(H, o) eine Halbgruppe mit neutralem Elemena € H undn € Z. Dann
setzen wir
a'=ao---0q falls n>0,
W—/

n-mal

=¢e

sowie, fallsa invertierbatr,
a’=(a )" falls n< 0.

a" heil3t dien-te Potenz von.a O

Rechenregeln 2.10Sei(G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann gilt
() el=e.
(i) (@) t=avacG.
(i) (ago---oan)t=ajlo---oa;t Vay,...,an€G.
(iv) @Mod"=a™" (@M"=a™" Vac GV mneZ.
(v) @"ob"=Db"0a™, (ach)M=a"ob™ VnmeZ Va,be Gmitacb=boa.
(vi) Kirzungsregeln¥ a,x,y € G gilt

aox=aoy=X=y und xoa=yoa=X=Y.
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Beweis.Aufgaben. O

Fur den Fall, dal3 man nachweisen will, dal’ eine gegebene Halbgruppe eine Gruppe ist,
ist es nutzlich zu wissen, dal? man die Bedigngungen (ii), (iii) in Definiigrabschwéachen
bzw. auch ganz anders ausdrticken kann. In den n&chsten drei Séatzen stellen wir entsprechende
Kriterien vor:

Satz 2.11Fur eine Halbgrupp€G, o) sind &quivalent:
(i) (G,o0) isteine Gruppe.
(i) Esgilt
a) Jee Gmitace=a Vaec G (e istrechtsneutrg)
b) Vac G 3a € Gmitaoa = e (d ist zu arechtsinverks

(i) Es qilt

a) Jee Gmiteca=a Vaec G (eistlinksneutra),

b) Vaec G 3a € Gmitdoa=e (d ist zu alinksinvers.
Beweis.'(i) =(ii)’ und ‘(i) =(iii)’ sind klar. Wir zeigen ‘(ii)=-(i)’ (‘(iii) =-(i)’ ergibt sich ana-
Iog)éeie ein rechtsneutrales Element. Dannastuch linksneutral: Denn iste G, so

Jd,a’ e Gmitacd =edod’ =e
wegen (ii), b). Es folgt
a=aoce=ao(do0d’)=(acd)od" =eod".
Setzt man num fur eoa” in
eod’ = (ece)od’ =eo(eod’)
ein, so ergibt sich
a=eoa.

Ist andererseitd’ zu a € G rechtsinvers, so existiert wie eben @lhe G mit 8 oca” = e, und
es folgt wie eben, dal3

a—eod = a//’
da wir jetzt bereits wissen, dalinksneutral ist. Insgesamt erhalten wir

doa=e
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Satz 2.12 Fir eine nichtleere HalbgruppéG, o) sind aquivalent:
(i) (G,o) isteine Gruppe.
(i) Fur beliebige ab € G sind die Gleichungen
aox=bundya=Db
eindeutig in G l6sbar.
(i) Fur beliebige ab € G sind die Gleichungen
aox=bundya=Db
in G lsbar.
Beweis.(i) =(ii)’. Es istx:=a lob eine Lésung vomo x = b, denn es gilt
ao(atob)=(aca l)ob=eob=h
Sindxy,x2 zwei Losungen, d. h. gilt
aox; =b=aoxy,

so folgt aus der Kiirzungsregeal = x2. Analog behandelt man die zweite Gleichung.

‘(i) =(iii)” ist trivialerweise richtig.

‘(iif) =(i)’. Nach Voraussetzung i€d # 0. Also 3 ap € G. Dann

Jdee G mit agoe= ag.
Wir zeigen:eist rechtsneutral. Sei dazuc G beliebig. Dann
dye G mit yoag=a.
Es folgt
aoe= (yoag)oe=yo(agoe) =yoag=a.
Zu a € G kénnen wir die Gleichung
aox=e

l6sen, also ein rechtsinverses Element finden.2ViitLsind wir fertig.

Satz 2.13Fur eine nichtleere HalbgruppéG, o) sind aquivalent:

(i) (G,o0) isteine Gruppe.
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(i) Vae G sind dieLinkstranslation
G— G, x—aox,
und dieRechtstranslation
G—-G, y—yoa,
bijektiv.
(i) Vae G sind Links- und Rechtstranslation surjektiv.

Beweis.Offensichtlich sind i) bzw. (i) aquivalent zui() bzw. (ii) in 2.12 O

Bemerkung 2.14 Eine Verkniupfung auf einer endlichen Men@Ge= {ay,...,an} kann man

im Prinzip dadurch angeben, dal3 man ajlea; in einem quadratischen Schema &ahnlich einer
Matrix aufschreibt. Dabei stelfo a; in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte dégrknuipfungs-
tafel (oder im Falle einer Gruppe d&ruppentafél

o ’ aj

& g oa;

Weil? man bereits, daflassoziativ ist (dies mulR man fiir alle Tri@ela;, ax nachprufen), so
kann man aus der Verknlipfungstafel ableser{@lo) eine Gruppe ist: Nach obigen Kriterien
bedeutet dies, daf3 in jeder Zeile und in jeder Spalte der Tafel ggdesau einmal vorkommt.

Daraus folgt sofort, daf3 es nur eine Moéglichkeit gibt, eine zweielementige Menge zu einer
Gruppe zu machen: Ein Element, eteyanuss neutral sein. Bezeichnen wir raitlas andere
Element, so ergibt sich die einzig mogliche Gruppentafel wie folgt:

Q @d|O
Q @D| D
O o

Firn= 3 undG = {e, a,b} erhalt man ebenfalls nur eine mdgliche Gruppentafel, namlich die
folgende:

In beiden Féallen ergibt sich aus der Tafel, dal? die Gruppe kommutativ ist. O

Betrachtet man in der Mathematik Strukturen auf Mengen, so stellt sich immer auch die
Frage, wie diese Strukturen mit mengentheoretischen Operationen und mit Abbildungen ver-
traglich sind. Wir wollen einige Antworten auf diese Frage im Fall der Gruppenstruktur geben.
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Definition 2.15.Seien(G, o) eine Gruppe untl C G eine Teilmenge. Dann heik Unter-
gruppevon G, wenn folgendes gilt:

() U ist bzgl.o abgeschlossen.

(i) U zusammen mit der induzierten Verknipfung ist eine Gruppe.
O

Satz 2.16.Seien(G, o) eine Gruppe und W= G. Dann sind die folgenden Bedingungen &qui-
valent:

(i) U ist eine Untergruppe von G.
(i) U # 0und es qilt:

abeU = aobeU,
acU = aleu.

(iii) U £ 0und es gilt:
abeU = aobleuU.

Beweis.'(i) =(ii)’. DaR U bzgl. o abgeschlossen ist, bedeutet gerade, dalaglEe U =
aob e U. Istedas neutrale Element v@aund€ dasjenige voiJ, so gilt

eod =d =dod

und die Kirzungsregel i lieferte = €. Also ist das neutrale Element v@auch dasjenige
vonU. U ## 0, da es mindestens das neutrale Element enthalten mual¥ Idt so

3a eU mit doa=e=aod.

Wegen der Eindeutigkeit des Inverser@rolgt

al=4dcu.

(i) =(iii)’. a,beU = abtcU = aobtcU
‘(i) =(i)". U £0 = Jag € U. Also ist

e=apo aal eu.
Istaec U, soistauch
al=eocalecU.
Sind schliellicka,b € U, so auch
acb=ao (b ) teu.

Also istU bzgl. o abgeschlossen, besitzt ein neutrales Element und zu jedem Element das
inverse Element. OJ
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Beispiel 2.17. (i) (Z,+) C (Q,+) C (R,+) sind Untergruppen. Ebeng@\ {0},-) C (R
{0},-).

(i) Wir betrachten die Permutationsgrupfeund die durch
e—1234a—1234b—1234c—1234
~\1 234" \21423)> \3412"’ \4321
gegebene Teilmenge

U=1{eahb,c} CS.

Aus der Verknupfungstafel kdnnen wir ablesen, dd3o) eine kommutative Unter-
gruppe von($, o) ist (Kleinsche Vierergruppe

O T 9 d|O
O oD DD
OO 0o o
QD O T|T
©® ©Q T OO

Bemerkung und Definition 2.18.Sei (G, o) eine Gruppe.

() Ist (Uj)iel eine Familie von Untergruppen, so folgt aus 2.16, daf’ auch

ﬂUiCG

iel

eine Untergruppe ist.

(i) SeiA C G eine Teilmenge. Dann ist

Uupa = (1) U
ucG

Untergruppe
AcCU

die kleinste Untergruppe vo®, die A enthélt. Wir nenneiJ (A) die von A erzeugte
Untergruppe Sie besteht aus allen endlichen Produkten, die aus den Elementén von
und deren Inversen gebildet werden kénnen.

Ist speziellA = {ay,...,an} endlich, so schreiben wir auch

U(ag,...,an) =U({ag,...,an}).

Im Falle eines Elementesbesteht) (a) aus allen Potenzeaf',n € Z. Insbesondere ist
U (a) kommutativ.
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(iii) IstAc GmitU(A) = G, so nennen wir die Elemente va@nauch einErzeugendensy-
stemvon G. Eine Gruppe, die ein endliches Erzeugendensystem besitzt,dmellith
erzeugte Gruppésibt es eime GmitU (a) = G, so heiR3G zyklisch Zyklische Gruppe
sind kommutativ.

O

Beispiel 2.19. (i) FUrne Nist
n-Z={n-alacZz}

eine zyklische Untergruppe vdf, +). Umgekehrt ist jede Untergruppe v@a, +) von
dieser Form (Aufgaben).

(i) Wir betrachten

o (123 (123 o
“\23 1)1 32 '

Wie siehtU (0,1) C S3 aus? U(o,1) ist abgeschlossen bzgl, enthalt also die folgen-

den Elemente:
3 2 (1 3 3 (1 3
) oG o=z

o 1
- \2
1= L 3 OoT = L 3 0201'— ! 3
-\l 2)’ - \2 3/’ - \3 1)

Es folgtU (0,1) = S, d.h.o undt erzeugerss.

WN Wi
PN PN
NN NN

Aufgaben

Aufgabe 9.Sei S, die Permutationsgruppe vdi,...,n}. Zeigen Sie durch vollstandige In-
duktion nachm:

() S, hat genaw! Elemente. Dabei ist! induktiv definiert durch

Ol=1undn!'=n(n—-1)!.
(i) Jedes € S, n > 2, 1aRt sich als Produkt von endlich vielen Transpositionen schreiben.
Aufgabe 10.Zeigen Sie die Rechenregeln 2.10 aus der Vorlesung.

Aufgabe 11.Bestimmen Sie alle Untergruppen
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(i) der Kleinschen Vierergruppe,

(i) der Permutationsgrups.

Aufgabe 12.Zeigen Sie: IsU eine Untergruppe vof(Z, +), so existierih € N mit
U =nZ.

Insbesondere ist jede Untergruppe \@h+) zyklisch.
Hinweis: Verwenden Sie Satk.12und Aufgabe.

Bemerkung und Definition 2.20.Seien (G, o) eine Gruppe undd C G eine Untergruppe.
Dann ist durch

amTJb &< 3JheH mit a=boh

eine Aquivalenzrelation i definiert. Denn:

H . . _H

~ ist reflexw:arlv a, daee Hunda=ace.

r'li ist symmetrischar'li b=3hecHmita=boh=b=aochImithleH= bm':za.

r'liisttransitiv:ar? b,br'%c = Jhy,hp e H mita=boh;,b=cohy; = a=co(hyohy) mit hyo

H
hieH = aTC'

Wir schreiben
aH:={aoh|heH}

fur die vona reprasentierte Aquivalenzklasse. Jede solche heiflt lanksnebenklasseon
H.
Analog erhalt man durch

am':Jb S JdheH mita=hob

eine Aquivalenzrelation. Jede Aquivalenzklasse
Ha={hoa|heH}
heil3tRechtsnebenklassen H. Durch
G/n —G/u, aH — Ha L,

| r
ist eine bijektive Abbildung mit der Umkehrabbildung
G/!i — G/ﬂ? Ha— a_lH,
r |

definiert. O
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Bemerkung und Definition 2.21.Sei (G, o) eine endliche Gruppe. Wir bezeichnen n

die Anzahl der Elemente vo8. |G| heil3t auch di@rdnungvon G. IstH C G eine Unter-
gruppe, so bezeichnfs : H| die Anzahl der Linksnebenklassen und somit auch die Anzahl
der Rechtsnebenklassen vdn |G : H| heil3t dedndexvonH in G. O

Indexsatz 2.221st (G, o) eine endliche Gruppe und B G eine Untergruppe, so gilt
Gl =[G:H]-[HI.

Beweis.Nach1.28ist G die Vereinigung seiner Linksnebenklassen und diese sind paarweise
disjunkt und nicht leer. Ist alsp := [G : H], so kdnnen wira,...,an € G finden mitG =
UL,aH undaiH najH = 0 firi # j.

Daraus ergibt sich, dal3 die Abbildung

{1,...,n} xH —= G, (i,h) —aoh,
bijektiv ist, woraus die Behauptung folgt. O
Satz von Lagrange 2.23Sind (G, o) eine endliche Gruppe und H G eine Untergruppe, so
ist|H| ein Teiler von|G]|.
Beweis.Klar nach2.22 OJ

Bemerkung und Definition 2.24.Sei(G, o) eine Gruppe. Eine Untergruppec G heil3tnor-
mal oder einNormalteiler(in G), wenn gilt:

aN=NaVvacG.

In diesem Fall brauchen wir also nicht zwischen Links- und Rechtsnebenklassen zu unter-
scheiden und sprechen dann einfach von Nebenklassen. Die MengeadiEmklassemon N
wird mit G/ bezeichnet. O

Satz und Definition 2.25.Sei(G, o) eine Gruppe mit Neutralelement e unddNG ein Nor-
malteiler. Dann wird durch

G/N X G/N — G/N7 (aN,bN) — (aO b)N,

eine Verknupfung auf G/ definiert, so dalfG/n, o) eine Gruppe mit Neutralelement-N
eN ist. Diese Gruppe heil@uotientengruppeder Faktorgrupperon G nach N.

Beweis.Wir miussen zunachst zeigen, dalvohldefiniert ist, d. h. nicht von der Wahl der
Reprasentanten abhangt. Seien also

aiN = apN undbiN = byN, &, b; € G.
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Danndn,me N mit
a; =axonundb; =byom.

Es folgt

aob; =axonobyom.
Nach Voraussetzung avist

Nb, = boN.
Also 3 p € N mit
Noby =hyop.
Insgesamt folgt
ajoby =azo(noby)om=azohyo(pom)

mit pome& N, und somit

(agob1)N = (agohby)N.

Also isto eine wohldefinierte Verknipfung a®/n.
Diese ist assoziativ:

(@aNobN)ocN = ((acb)N)ocN= ((aocb)oc)N = (ao(boc))N
= aNo ((boc)N) =aNo (bNocN).

Weiter istN = eN, e das Neutralelement va@, ein Neutralelement iG/n:
eNoaN = (eca)N =aN = (aoe)N =aNoeN.
SchlieRlich isia~IN zuaN invers:
aNoa IN=(aca ) )N=N=(atoa)lN=a INoaN.

Insgesamt istG/n, o) eine Gruppe. O

Beispiel 2.26. (i) Ist (G,0) eine abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppeon G ein
Normalteiler. Die Faktorgrupp@/y ist dann abelsch:

aNobN = (acb)N = (boa)N =bNoaN.
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(i) Insbesondere ist fur jedesc N die UntergruppeZ von (Z,+) aus BeispieR.19ein
Normalteiler und somit

(Z/nz,+)

eine abelsche Gruppe. Bt Z, so schreiben wir auchfir die Nebenklasse voa Es
gilt dann

Z/nz =10,1,...,n—1}.
a,d € Z liegen genau dann in derselben Nebenklasse, wenr' durchn teilbar ist.
Man schreibt dann auch
a=a modn

und sagta ist kongruent zu ‘amodulo n Ist z. B.n = 5, so ist etwa 7 kongruent zu 2,
und fur die Addition inZ /sy, gilt z. B.

3+4=34+4=7=2.
|

Satz 2.27 Seien(G, o) eine Gruppe und Nt G eine Untergruppe. Dann sind aquivalent:
() Nistnormal,d.h.aN=NaVvYaeG.

(i) aNa?l:={aonca?|ncN}=NVvacG.
(i) aNalcN VaeG.
Beweis.Sicher ist (i) &quivalent zu (ii). ‘(ig=(iii)" ist klar.
Wir zeigen ‘(iii)=-(ii)’. Seiena € G,n € N. Dann gilt
h=ao(a lonoa)oa caNa?,

daa tonoae N nach (iii). Also istN ¢ aNa ! und somit giltN = aNa . O

Bemerkung und Definition 2.28.Sei (G;, oj)ic| eine Familie von Gruppen und sgii €I,
das jeweilige neutrale Element. Dann ist durch

u Gi x DGi — DGi, ((@)er, (0Bi)ier) — (& oibi)ier,

eine Verknupfung aufic; Gi definiert. Diese mach]i; Gi zu einer Gruppe. Wir sprechen
vom direkten Produktder GruppenG;)ic|. Das neutrale Element i& )ic; und zu(g)ie; ist
(& 1)ies invers.

Durch

PG ={(a)ic r’ Gi | & = g bis auf endlich vielé}
iel e

ist eine Untergruppe Vvofy;¢; Gi definiert. Diese heilt didirekte Summeéer (Gj, oj)ig. Ist|
endlich, so stimmef];; G und@j¢, Gj tberein. O
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Beispiel 2.29Istl ={1,...,n} und(G;,oi) = (R,+) furi=1,...,n, so ergibt sich als direktes
ProduktR" mit der bereits in der Motivation betrachteten komponentenweise Addition

(ala"~7an)+(bla"'7bn) = (a]_—f—b]_,...,an—f—bn).

U

Wir kommen nun zu den Abbildungen, die mit den bisher behandelten Strukturen auf

Mengen vertraglich sind.

Definition 2.30.Seien(G, o) und(H, x) Gruppen bzw. Monoide bzw. Halbgruppen. Eine Ab-
bildung¢ : G — H heiRtHomomorphismugson Gruppen bzw. Monoiden bzw. Halbgruppen),
wenn gilt

d(aoch)=¢(a)xdp(b)Vabe G.
Wir schreiben
Hom(G,H) := {¢ : G — H | ¢ ist Homomorphismus
¢ € Hom(G,H) heif3t
e Monomorphismudalls ¢ injektiv,
e Epimorphismugsfalls ¢ surjektiv,
e Isomorphismudalls ¢ bijektiv.

Wir sagenG undH sindisomorphin ZeichenG = H, falls es einen Isomorphismgs G — H
gibt.

Ist speziellG = H, so heil3t jeder Homomorphismus alehdomorphismugon G und je-
der Isomorphismus audkutomorphismuson G. End G) bzw. Aut(G) bezeichnet die Menge
aller Endo- bzw. Automorphismen vd@a O

Bemerkung 2.31. (i) Sind
¢:G—Hundy:H—-K
Homomorphismen, so auch
Pod:G— K.
Gleiches gilt fiir Mono-, Epi- und Isomorphismen.

(ii) Ist¢ : G — H ein Isomorphismus, so audit?!. In der Tat istp 1 ist bijektiv, und sind
f,ge€ H, so existierera,b € Gmit ¢(a) = f, §(b) = g, dad surjektiv, also gilt

¢ (fxg) =0 H(d(@)+d(b) =9 (¢(ach)) =acb=0""(f)od (g).
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(iii) Ist(G,o0) eine Gruppe, so ist
Aut(G) c S(G)

eine Untergruppe.
O

Satz und Definition 2.32.Seien(G, o) und (H,*) Gruppen mit neutralem Elemeng dzw.
eq. Sei weiterp : G — H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(i) ¢(@") =¢(a)" Vaec GV neZ. Insbesondere isf(eg) = eq.
(i) Bildp = ¢(G) ist eine Untergruppe von H, ddsild voné.
(i) Kerng :={ac G|d(a)=ey} ist ein Normalteiler in G, deKernvoné.
(iv) ¢ ist ein Monomorphismus= Kernd = {eg}.
Beweis. (i) n=0: Aus
en +0(ec) = d(es) = d(ecoes) = d(es) * d(eg)
folgt mit der Kiirzungsregel
e = ¢(eg).
n> 0: Es gilt
p@) =@ toa) =@ od(a) vacG

und die Aussage folgt mit Induktion.
n < 0: Seia € G. Dann gilt

& =d(ec) =0(aca ) = p(@)xd(a )

und somit

Es folgt

(i) Bild¢ # 0, wegeneqy = ¢(eg) € Bild¢. Sind weiterf,g € Bild$, so3 a,b € G mit
f=¢(a),g=¢(b). Es folgt

fxg ' =0¢(@)*0(b) ' =¢(@)+p(b"") =¢(ach™") € Bild¢
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(iii) Kerng #£ 0, daeg € Kernd. Sinda,b € Kerng, so gilt
d(ach™) = (@) xd(b) t =&y xen =en,
d.h.aob™1 € Kern¢. Kern¢ ist also eine Untergruppe.
Sinda e Gundn € Kernd, so gilt

d(acnoat)=od(@+d(n)«dp(@at)=0d(@*eq (@t =en,

d.h.aonoa! € Kerng. Nach2.27ist Kernd ein Normalteiler.

(iv) ‘=". acKemnd = ¢(a) =eq = ¢p(eg) = a= es. Andererseits liegeg immer im
Kern.

‘<. abcGmito(a)=0¢(b)= d(acb ) =eqy = acbl=es = a=b
0

Bemerkung 2.33. (i) Ist(G,0) eine Gruppe undll C G ein Normalteiler, so ist die kanoni-
sche Projektion

m:G— G/n, a— aN,
ein Epimorphismus, dermist surjektiv mit
T(aob) = (aocb)N=aNobN Vabe G.
Weiter gilt

Kernmt=N:

acKemnm <« m@a =aN=N < acN.
z.B.ist
Z—17/nz, a— 8,
ein Epimorphismus minZ als Kern.

(i) Sind (G,o0), (H,*) Gruppen undp : G — H ein Homomorphismus, so existiert nach
1.30eine Abbildungd : G/kemy — H, so daf’y

Tt

G — G/Kernq)
6N b
H
kommutiert. Nachl.31ist § injektiv, also ein Monomorphismus, denn per Definition
gilt
d((aKerng) o (bKerng)) = d(acbh) =d(a) «dp(b) =p(aKernd) «p(bKernd).

Ist ¢ ein Epimorphismus, so igi ein Isomorphismus. In jedem Fall igtein Isomor-
phismus als Abbildung
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(iii) Ist(G;, o) eine Familie von Gruppen und i3tC I, so ist die Projektion

IDGi — JI;!]Gh (Gi)iel — (9j)jeds

ein Epimorphismus.
O

Notation 2.34.Benutzt man statt des neutralen Zeichemss Zeichen+ bzw. -, so sprechen
wir von eineradditivenbzw. multiplikativen GruppgHalbgruppe, .. ) und schreiben 0 bzw.
1 fur das Neutralelement sowiea bzw. % fur ein zua inverses Element. Sindy,...,a,
Gruppenelemente, so schreiben wir auch abkirzend

n n
Zla;:a1+---+an bzw. rlai:al-...-an
i= i—

(im letzteren Fall a3t man das Zeicheauch einfach weg.) O

Bei Gruppen haben wir nur eine Verknipfung betrachtet. Andererseits sind z. B. auf den
ganzen ZahlelZ zwei Verknipfungen erklart, namlich Addition und Multiplikation, die in
geregelter Beziehung zueinander stehen. Abstrahiert man die dort gultigen Rechenregeln, so
erhalt man wie bei Gruppen neue algebraische Strukturen auf Mengen.

Definition 2.35.Eine MengeR zusammen mit zwei Verknipfungenund- aufR heil3tRing
falls folgendes gilt:

() (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(i) (R -) ist eine Halbgruppe.

(i) Es gelten didistributivgesetze

a(b+c) =ab+ac,(b+c)a=ba+caVvVahbceR
(Multiplikation bindet starker als Addition.)

In diesem Fall schreiben wir O fir das Neutralelement (Rn+) (‘ Nullelemeny.
Ein RingR heif3t

e kommutatiyfalls (R,-) kommutativ ist,

e Ring mitl, falls (R,-) ein neutrales Element besitzt, das dann mit 1 bezeichnet wird
(‘Einselemen}.

0

Rechenregeln 2.36Sei(R, +, -) ein Ring. Dann gilt:
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() a-0=0-a=0VvaeR.
(i) a(—b)=(—a)b=—(ab), (—a)(—b)=ab VabeR.
(iii) Ist R# {0} ein Ring mitl, so gilt0 # 1.

(iv) Allgemeines Distributivgesetsind a,...,ay, b1, - ,bm € R, so gilt

(éa) (ngbJ) :éjglaibj'

Beweis.Ubung. O

Aufgaben

Aufgabe 13. (i) Sei¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:

a) U C G Untergruppe= ¢(U) C H Untergruppe.
b) V ¢ H Untergruppe= ¢ 1(V) c G Untergruppe.

(i) Welche der folgenden Abbildungen sind GruppenhomomorphismeZen)
nach(Z,+) ?

a) Z—1Z, a—2a b Z—7Z, a—a+1.

Begriinden Sie Ihre Aussage.

Aufgabe 14. (i) Sei(G,o) eine Gruppe. Zeigen Sie: Daentrum von G,
Z(G):={zeG|aoz=z0a VacG}
ist ein Normalteiler inG .

(i) Bestimmen SiZ(Sg) .

Aufgabe 15.Konstruieren Sie eine Gruppe mit 4 Elementen, die nicht isomorph zur Klein-

schen Vierergruppe ist. Begrinden Sie, dafl3 es sich tatsachlich um eine Gruppe handelt, und

daf diese nicht isomorph zur Kleinschen Vierergruppe ist.

Aufgabe 16. (i) SeiX eine Menge. Zeigen Sie: Durch
A ~ B <3 bijektive Abbildung A — B

ist eine Aquivalenzrelation i?(X) definiert.
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(i) SeiX eine endliche Menge mit Elementen. Wieviele Aquivalenzklassen gibt es bzgl.
~wiein (i) ?

Beispiel 2.37. (i) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit 1. Gleiches gilt fi®@, +,-) und
(R,+,-).

(i) Istl C R ein Intervall (vergleiche Analysis) und
R:={f:1 — R | f Abbildung},
so erklaren wir die Additiorf 4 g bzw. die Multiplikationf - g durch

(f+9)(X) = f(x) +g(x), bzw,

(f-g)(x):=1f(x)-g(x) Vxel.

Aus den Ringeigenschaften v ergibt sich sofort, da® dadurdiR, +,-) zu einem
kommutativen Ring mit 1 wird.

(iii) In Z/nz kdnnen wir zuséatzlich zur Addition eine Multiplikation erklaren, und zwar
durch folgende Vorschrift:

a-b=a-bVvabeZ.
Diese Definition ist unabhangig von der Repréasentantenwahl:
Gita=a undb=I, so3k,| € Z mita—a = nkundb— b = nl, es folgt
a-b=(a +nk)-(b'+nl) =ab +n(’k+al +kin).

Also gilta-b=a’-b'. Aus den Ringeigenschaften vérergibt sich sofort, da@Z /.7, +, -)
ein kommutativer Ring mit 1 ist. Wir schreiben die Multiplikationstafeln i 2, 3,4
auf (dabei lassen wir die Multiplikation mit weg).

T
NN
=)
I
IS

1
2

Wl NI -

Wl NI = =l
NI Ol NI NI
RN Wl Wl

Wir sehen, daRZ/z \ {0},-) fir n=2 und 3 eine Gruppe ist, fiir= 4 jedoch nicht:

2.2-0¢7/s\ {0},
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Obiges Beispiel motiviert die

Definition 2.38. Ein RingR heil3tnullteilerfrei, wenn gilt:

abeRab=0= a=0o0derb=0

Beispiel 2.39. (i) Z ist nullteilerfrei.
(i) Furne Z,n> 2 qilt:
Z/nz nullteilerfrei < nist Primzahl

d. h.nist nur durch 1 und sich selbst teilbar:
‘=", Seinkeine Primzahl. Dann

Jk I € Z,1 <kl <n, mitn=Kkl.

Es folgt

k#£0#1, aberk-1=k-1=n=0

Y

d.h.Z/nz ist nicht nullteilerfrei.
‘«<’. Seiumgekehrh eine Primzahl. Sei weiter

K, e Z mitk-1 =0.
Dann

dreZ mitk-l=n-r.

Somit istk oderl ein Vielfaches vom, also ist entwedek = 0 oderl = 0.

O

Viele der bei Gruppen behandelten Begriffe und Aussagen lassen sich analog fir Ringe
definieren und formulieren. Hier sind einige Beispiele:

Bemerkung und Definition 2.40.Sei (R, +, ) ein Ring. Eine Teilmeng® C R heil3tUnter-
ring vonR, falls gilt:

() R isteine Untergruppe voR bzgl. +.
(i) R ist abgeschlossen bzgl.

In diesem Fall isR zusammen mit den induzierten Verknipfungenind - wieder ein Ring.
Wie in 2.18 ergibt sich, daf3 der Durchschnitt einer beliebigen Familie von Unterringen
von Rwieder ein Unterring vomR ist. O
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Bemerkung und Definition 2.41.Seien(R,+,-) und (S, +, -) Ringe. Eine Abbildung
$:R—S
heilitHomomorphismugson Ringen), wenn gilt:
(i) d(a+b)=0¢(a)+d(b) VabeR
(i) ¢(a-b)=¢(a)-¢(b) vabeR
Mit anderen Wortend ist ein Gruppenhomomorphismus vOR,+) in (S,+) und ein Halb-
gruppenhomomorphismus VoR, -) in (S, -).

Die weiteren Begriffe bzw. Aussagen ati80und?2.31, (i), (ii) ibertragen sich wortwort-
lich. O
Beispiel 2.42. (i) nZ ist ein Unterring vort..

(i) Die Projektion

7 —1Z/ng, a— @,

ist ein Homomorphismus von Ringen.
O

Wie (Z,+,-) ist auch(Q,+,-) ein kommutativer Ring mit 1. Tatséchlich gilt aber mehr:
(Q\ {0}, ) ist sogar eine abelsche Gruppe. Dies wollen wir nun abstrahieren:

Definition 2.43.Ein kommutativer RingK, +,-) mit 1 heil3tkKorper, wenn zuséatzlich folgen-
des gilt:

K*:= (K\ {0},-) ist eine abelsche Gruppe.

Mit anderen Worten: Eine Menge K zusammen mit zwei Verknupfungemd - aufK heifl3t
Korper, falls qilt:

(i) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.
(i) (K*,-)ist eine abelsche Gruppe.
(i) Es gelten die Distributivgesetze

a(b+c)=ab+ac (b+c)a=ba+caVahb,ceK.

Rechenregeln 2.44Sei(K, +, -) ein Koérper. Dann gilt:

(i) 1+#0, ein Kdorper hat also mindestens zwei Elemente.
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(i) K ist nullteilerfrei.
(i) KudrzungsregelY a,x,y € K gilt:

Xa=yaa#0 = x=Yy

Bemerkung und Definition 2.45.Sei (K, +,-) ein Kdrper. Eine Teilmengk’ C K hei3tUn-
terkdrpervonK, falls gilt:

() K’isteine Untergruppe voK bzgl. + .
(i) K" isteine Untergruppe vok* bzgl. - .

In diesem Fall isK’ zusammen mit den induzierten Verkniipfungeond- wieder ein Korper.
Aus 2.18folgt, dal3 der Durchschnitt einer beliebigen Familie von Unterkérpernk/on
wieder ein Unterkorper voK ist. O

Beispiel 2.46.(R, +,-) ist ein Kérper undQ, +, -) ist ein Unterkorper voiR (siehe Analysis).
O
Aus dem folgenden Satz ergeben sich weitere Beispiele.

Satz 2.47 Sei R ein nullteilerfreier, kommutativer Ring rti¢ O, der endlich viele Elemente
hat. Dann ist R ein Korper.

Beweis.Wir missen zeigen(R*, ) ist eine Gruppe. Wir wenden das Kriterium gug3an.
Wegen der Kommutativitat vongenugt es zu zeigen, dafa € R* die Linkstranslation

R"— R", x—a-Xx,

surjektiv ist. DaR und damit auchR* endlich ist, ist es aquivalent zu zeigen, dal3 die Links-
translation injektiv ist. Letzteres ist aber klar:

x,ye R, a-x=a-y = a(x—-y)=0,

und daa # 0 folgt aus der Nullteilerfreiheit—y =0, d.h.x =Y. O

Beispiel 2.48 Aus 2.47 und 2.39folgt, dalRZ/,z, n > 2, genau dann ein Kdrper ist, wenn
eine Primzahl ist. OJ

Bemerkung und Definition 2.49.Seien(K,+,-) und (L, +,-) zwei Korper. Dann heil3t jeder
Homomorphismus (von Ringen)
¢:K—L

auchHomomorphismugon Kérpern. Die weiteren Begriffe bzw. Aussagen 2189und?2.31,
(i), (ii) Gbertragen sich wortwortlich. O
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Wir kommen nun zu einem weiteren wichtigen Beispiel fir einen Koérper:
Satz und Definition 2.50.Die Menge
R?=RxR={(ab)|abeR}
zusammen mit der durch
(a,b)+(a,b') = (a+a,b+b)
definierten Addition und der durch
(a,b)-(d,b") = (ad — bl ,alf +a'b)

definierten Multiplikation ist ein Korper. Dieser Korper heil3t dédrper der komplexen Zah-
lenund wird mitC bezeichnet.

(0,0) ist das Neutralelement bzgk, —(a,b) := (—a, —b) ist zu(a,b) invers bzgl+.

(1,0) ist das neutrale Element bzgl,

1. a —b
S (a2+b2’ a2+b2)

ist zu(a,b) invers bzgl. .

Beweis.DaR (C = R?, +) eine Gruppe ist, ist ein Spezialfall v@129 Die tibrigen Kérperge-
setze rechnet man nach, z. B. gilta,b) € C\ {(0,0)}:

(a,b)~< a —b ):( a? N b? _ab+ ab ):(1,0)

Bemerkung 2.51.Die Abbildung

ist injektiv und somit wegen
¢(a+d) = (a+a,0)=(a,0)+(&,0)=¢(a) + (@),
d(a-a) = (a-d,0)=(a,0)-(d,0)

ein Kérpermonomorphismus.

Bild ¢ ist dann also ein z& isomorpher Unterkorper va@. Vermoged konnen wirR mit
diesem Unterkorper identifizieren und sotRials Unterkorper voi® auffassen. Isa € R, so
schreiben wir auch

a=(a0) eC

fur a aufgefal3t als komplexe Zahl. O
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Aufgaben

Aufgabe 17. (i) Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion nacH-Ur allen € N qilt:

3 teiltn®+2n.
(i) Furne Nist dien-te Fibonacci-ZahlF, definiert durch

_‘]70 = 0, fl = 1,
Fni=Fn-1+ Fnpfirn> 2.

Zeigen Sie durch vollstandige Induktion nathH-ur allen € N gilt:
(B8 — (25
V5

In=

Aufgabe 18.Fir eine natiirliche Zai > 3 seid € S(R?) die Drehung um den Winke%? und
s S(R?) die Spiegelung an derAchse. DieDiedergruppe Dy, ist definiert durch

Dn:=U(s,d) C S(R?).
(i) Wie viele Elemente hdd,?
(i) Geben Sie eine Gruppentafel vbg an.
Aufgabe 19.Seien¢g : G — H ein Gruppenepimorphismus ugtt G — F ein Gruppenhomo-

morphismus mit
Kerng C Kerny.

Zeigen Sie: Es existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphigmbis— F, so
daf folgendes Diagramm kommutiert:

c % H

¢\ n
F
Aufgabe 20. (i) SeiG=U(a) eine zyklische Gruppe. Zeigen Sie:
$:Z—G,n—a",
ist ein Epimorphismus.

(i) Klassifikation zyklischer Gruppen: Zeigen Sie: Jede zyklische Gruppe ist isomorph
entweder zZ, +) oder zu(Z/nZ,+) fur einn € N\{0}.
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Diese Idee wird noch einleuchtender durch die folgende Konvention:

Bemerkung und Definition 2.52.Die komplexe Zahl
i=(0,1)
hei3timaginare EinheitMit ihrer Hilfe 1&Rt sich jede komplexe Zalk, b) in der Form

(a,b) = (a,0)+ (0,b) = (a,0) + (0,1)(b,0)
=a+ib

schreiben. Beachte, daf3 gilt:

i2=(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.

Far
z=a+ibeC

sei

Rez:=acR (Realtei)

Imz:=beR (Imaginarteil

z.=a—ibeC (konjugiert komplexe Zahl
und
|7 := Va2 + 2 e R (Absolutbetray

Jede komplexe Zahl der Forz= ib heildtimaginar. O

Fur weitere Rechenregeln siehe Aufgaben.

Bemerkung und Definition 2.53.Sei 0# ze C. Setzen wiZ = |—§|z, so gilt|Z| = 1. Also gibt
es ein eindeutig bestimmtesc [0, 2m) mit

Z = cosa + i sina = €
(vergleiche Analysis). Wir nennen
argz:=a
das Argument vor. Dann laf3t sictzin der Form
7= |z €39

schreiben.
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! —a+ib=|z€&"
b‘ _____ z__a.+|b |z|€

>
>

1 a

Ist
W= |w|. 3w
eine weitere komplexe Zahl, so gilt

ZW= |Z||w|e (39z+argw),

O
Wir kommen noch einmal zurtick auf die RingaundZ/pz, n > 1.
In Z gilt fur jedesm e N, m > 1 folgendes:
ml=1+---+1=m#0.
——
m-mal
In Z/nz,n > 1 gilt hingegen
nl=1+---+1=n=0.
N—_——
n-mal
Definition 2.54.SeiR ein Ring mit 1. Dann heif3t
fall >
charR) :— O_ allsmL£A0Vm>1,
min{me N\ {0} | ml=0} sonst
die Charakteristikvon R. O

Bemerkung 2.55.Die Charakteristik eines RingR mit Einselement g ist genau dann 1,
wenn k = Og, d. h. wenrR nur ein Element enthalt. O

Satz 2.56.Sei R ein nullteilerfreier Ring mitg # Or. Dann istchaR) entweder O oder eine
Primzahl.
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Beweis.Seim= char(R). Istm= 0, so sind wir fertig. Sei alsm # 0. Dann istm > 1.
Annahme. nist keine Primzahl. Dand k,| € N,1 < k,| < mmit m=kl. Es folgt

Or=mlgr= k|lR = (klR)(| 1R)

und somitklr = Og oderl 1gr = Or, daR nullteilerfrei. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitat
vonm. O

Wir kommen nun auf den Begriff des Polynoms aus der Motivation zuriick. In der linearen
Algebra werden Polynome bei der Suche nach sogenannten Eigenwerten eine wichtige Rolle
spielen.

Definition 2.57.SeiR ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ausdruck der Form
n .
p:M©=Zﬁ%=%+mﬂw4ﬂMmmww%eR
i=

heil3tPolynomin der Unbestimmten xnit Koeffizienten ain R. Sind alleg; = 0, so spricht
man vomNullpolynomund schreibt entsprechempd= 0. DerGrad von p ist definiert als
fallsp=0,

degp) = {max{i |ieN,g #0} sonst

lc(p) := agegp) heilit dereitkoeffizienvon p. p heiBtnormiert wenn I¢p) = 1. Jedes Poly-
nom der Formp = ap, ap € R heilltkonstantes PolynonMit R[x| bezeichnen wir die Menge
aller Polynome inx mit Koeffizienten inR. O

Satz 2.58Ist R ein kommutativer Ring mit 1, so kdnnen wjix]Rvie folgt zu einem kommuta-
tiven Ring mitl = 1g und0 = Og machen: Seien

n _ m _
p=Y ax,q= Y bix € Rx.
2,707 2, P R

Zur Definition der Addition kdnnen wir e n annehmen (ist etwa ran, so setzt mang 1 =
--- = bp = 0). Dann sei

p+0= _i(a +bi)X.

Die Multiplikation ist so erklart, daf3 man formal ausmultipliziert:

m+n k "
Pg= aibk—i | X
5 (5m)

Beweis.DaR(R[x],+) eine abelsche Gruppe ist, sieht man sofort. Das Nullpolynom O ist of-
fensichtlich ein Neutralelement vaix] beziiglich+, und zup= 31" gaix ist—p= 3" o(—a)x
invers bezuglicht-. Auch die anderen Ringgesetze ergeben sich aus dendRdwrch Nach-
rechnen. OJ
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Bemerkung 2.59.Ist R ein nullteilerfreier. kommutativer Ring mit 1, so gilt
deg pq) = degp) +degq) ¥ p,q € R
Dabei soll formal
-+ (=) = (=) £ = (—00) + (—e0) = oo

sein. Die Gradformel folgt wegea,, by # 0 = apbm # 0. O

Bemerkung 2.60.Ist R ein kommutativer Ring mit 1, so hat man dieswertungsabbildung
Rx| — Abb(R/R), p— p,

wobei fiirp = 31 jax € R die Abbildunggdurch
n

p:R—R A— pQ) = ;aﬂ\‘,

definiert ist. 0

Beispiel 2.61. (i) Sind etwa

p=x>—2x+1,0=x -5 —-3€e Z[x|,

so gilt
P+q=x —4x°—2x—2
und
pg= (x*— 2x+1)(x —5x° — 3) = x° — Ix* + 11 — 8x% 4 6x— 3.
(ii) Ist
p=>X+X€Z/x[X,
so gilt

p(0) =0,p(1) =1+1=0.

Also ist p die Nullabbildung, obwohp # O ist.
0

Selbst wenrR = K ein Korper ist, ist der Polynomrink [x] nur ein Ring, man kann im
Allgemeinen nicht dividieren. Bei ganzen Zahlen hat man als ‘Ersatz’ eine Division mit Rest,
die ganz analog auch fir Polynomringe tber Kdrpern erklart werden kann. Wir wiederholen
zunachst den Fall der ganzen Zahlen.
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Bemerkung 2.62 (Division mit Rest inZ). Aus Aufgabe2 ergibt sich:¥ a,b € Z, b # 0, gibt
es eindeutig bestimmigr € Z mit

a=bg+_r und 0<r < |b|.
Rest

OJ

Satz 2.63 (Division mit Rest in Kx]). Sie K ein Kérper. Dann gilty f,g € K[x],g # 0, gibt
es eindeutig bestimmterge K[x] mit

f= 9q+_r_ und dedr) < deqg). (%)
Rest

Beweis.Die Eindeutigkeit ergibt sich wie folgt: Singoy +r> = f = g + rp zwei Darstel-
lungen vonf wie in (x), so gilt:

g(dr—0) =r2—r1
mit degr, —r1) < deqgg). Wéareq: — gz # 0, so folgte aus der Gradformel 2159 daf
degrz—r1) = degg(q1 — q2)) = degg) + deg i — dz) > degg).
Dies kann nicht sein, also ist
01— g2 =0 und somitro —r1 =0.
Nun zur Existenz. Sei
d:=deqf),e:=deqg).
Istd < e, so ist
f =90+ f

eine Darstellung wie inx). Wir nehmen nurd > e an und fihren Induktion nacti. Der
Induktionsanfangl = e = 0 ist klar mitr = 0 undq = ! konstant. Sei nun alsé > 0. Im
Induktionsschritt nehmen wir an, dal3 die Aussage 3es Satzes fur alle Polynome vom Grad
< d richtig ist. Diese Induktionsvoraussetzung kdnnen wir auf

1 — f— lc(f)xd—e

lc(9)

anwenden und erhalten eine Darstellung

fi=gm +r1 mit degry) < dedQ).
Daraus ergibt sich eine Darstellung €ur f:

Ic(f Ic(f
f=f+ Qxd‘eg —gq+r1+ Qxd‘eg =g (CI1 +

Io(f) d-e
Ic(g) Ic(g) X

+ry=:99+r.
Ic(9) ) 1= 9
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Der Beweis ergibt einen Algorithmus zur Durchfiihrung von Division mit Rest. Im Prinzip
kennen wir diesen schon aus der Schule:

Beispiel 2.64.In Q[x] gilt etwa
(x3+3x%—3): (¥*—2) =x+3 Rest x+3.
Also:
(G + 3% —3) = (% — 2)(x+3) + (2x+ 3).
0

Die eigentliche Frage, mit der wir uns hier beschéaftigen wollen, ist die Frage nach der
Existenz von Nullstellen von Polynomen. Darauf kann man namlich viele andere Fragen zu-
ruckfiihren, etwa in der linearen Algebra die nach der Existenz von Eigenwerten. Neben der
reinen Existenzfrage ist es fur die Praxis wichtig, Verfahren fur die naherungsweise Berech-
nung von Nullstellen zu haben (siehe numerische Mathematik).

Definition 2.65. SeienR ein kommutativer Ring mit 1 ung = S jax € R[x]. Dann heilt
A € R Nullstellevon p, wenn gilt

PO = iiam o

Beispiel 2.66. (i) p=x?>+1¢c R[x hat keine reelle Nullstelle wegen

P(\) > 1V €R.

(i) IstK ={ay,...,an} ein endlicher Kérper und

p= i|j(x—ai)+1,

soistp(A) =1V A € K, also hatp keine Nullstelle ink.
0

Ist K ein Korper, so hat also nicht notwendig jedes Polynom K[x| eine Nullstelle in
K. Deswegen betrachtet man auch grof3ere Kokpeatie K als Unterkérper enthalten, und
sucht nach Nullstellen vop in L. In der Kérpertheorie konstruiert man zu jedem Korger
einen eventuell groReren Korger der jede Nullstelle von jedem PolynomHiix] enthalt. Mit
dem Fundamentalsatz der Algebra wollen wir einen Satz aus der Korpertheorie ohne Beweis
vorwegnehmen. Dieser Satz besagt, BaR C. Zunachst ein Hilfssatz:

Lemma und Definition 2.67.Sei K ein Kérper. Dann gilt:
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(i) Ist pe K[x] undA € K eine Nullstelle von p, so gibt es ein eindeutig bestimmtedf x|

(ii)

(iii)

mit

a) p=(x=2A)q,
b) degq) =deqp) —1.

X — A heil3t auch.inearfaktorvon p.

Sei0 # p € K[x] und k die Anzahl der Nullstellen von p in K. Dann ist
k < deqp).
Ist K unendlich, so ist die Abbildung
K[x] — Abb(K,K), p— B,

injektiv.

Beweis. (i) Wir dividierenp durch(x—A) mit Rest:

(ii)

(iii)

p=(x—A)q+r mit degr) <degx—A) =1
Dann istr € K ein konstantes Polynom. AygA) = O folgt durch Einsetzen
0=pQA)=A-A)g+r=r,
und somit a). b) ergibt sich aus der Gradformel:

degp) = degx—A) +degq) = 1+ dedq).

Wir fihren Induktion nachl := ded p). Der Induktionsanfang ergibt sich wie folgt: Ist

d =0, so istp = ag # 0 ein konstantes Polynom. Dieses hat keine Nullstelle, also ist
die Behauptung fid = O richtig. Sei also nud > 0. Im Induktionsschritt nehmen wir
an, dal3 die Aussage fur Polynome vom Gtad richtig ist. Wennp keine Nullstelle in

K hat, so ist die Behauptung richtig. Istc K eine Nullstelle, so existiert nach) ein

g € K[x] mit

p=(X—A)q und dedq) =d—1.

Jede weitere Nullstelle vopin K ist eine solche von. Ist| die Anzahl der Nullstellen
von g, so ist nach Induktionsannahme

| <d-1, alsok<l+1<d.

Seienpy, p2 € K[X] mit p1 = pP. Setzen wilg = p; — pz, so folgtd=0, d. h.q(A) =0 V
A € K. DaK unendlich ist, hat] unendlich viele Nullstellen. Miti() folgt g =0, d. h.

p1 = p2.
O
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Bemerkung 2.68.SeiK ein Korper. Sindf,g € K[x], so sagt man auat teilt f, in Zeichen
g/f, wenn3 q € K[x] mit f = gq. Ist(x—A) ein Linearfaktor vorp € K|x], so gilt (x—A)|p.
Ist p= (x—A)g, so kanri natiirlich auch Nullstelle vog sein. In diesem Fall giltx —A)?|p,
wir sprechen auch von einarehrfachen NullstelleSind 0#£ p € K[x] undA € K, so sei

H(p.A)
die groRte Zaht € N mit (x—A)"|p. Dann gilt:
H(p,A) =0 < Aist keine Nullstelle vom.

Istpu(p,A) > 0, so heil3u(p,A) die Vielfachheit der Nullstell& von p. O

Beispiel 2.69.Sei
p=x*—23+2 - 2x+1eR[x.
Durch Probieren findet man, daB= 1 eine Nullstelle vorp ist. Division durch(x— 1) liefert
p=(x—1)(¢—x%+x—1)=: (x—1)q.
1 ist aber auch Nullstelle von Division ergibt
p=(x—1)2(x+1).

1 ist also eine zweifache Nullstelle, weitere reelle Nullstellen gibt es nicht. La3t man auch
komplexe Zahlen zur Konkurrenz zu, so ergibt sich

p=(x—21)%(x+i)(x—i).

i und —i sind jeweils einfache Nullstellen. O -
2

Fundamentalsatz der Algebra 2.70Sei p € C[x| ein nicht konstantes Polynom. Dann Ipat
mindestens eine Nullstelle.

Korollar und Definition 2.71. Jedes Polynom g CIx] zerfallt in Linearfaktorend. h.
JaAg,...,Ad €C mit p=a(X—A1)...(X—=Aq).

Beweis.Die Behauptung folgt au8.70durch sukzessives Herausdividieren von Linearfakto-
ren, bis man bei einem Polynom von Grad 0 angelangt ist. O



62 2 Gruppen, Ringe, Korper

Aufgaben

Aufgabe 21.Furn,me N sei der Binomialkoeffizien( ) definiert durch:

(n) . Wlm)‘ fallsn>m> 0,
m 0 sonst

(i) Zeigen Sie: Esgilt

(:1) " (m!) = (n_r;l) vnmen.

(i) SeiRein kommutativer Ring mit 1. Zeigen Sie diénomische Formel

n

(a+b)"= Z}(?)aib”‘i VabeRneN.
i=

Aufgabe 22.Betrachten Sie den Rig= (*/10z,+, ) wie in der Vorlesung definiert und die
Teilmenge

S={0,2,4,6,8} .
Zeigen Sie:
(i) Sist ein Unterring vorR. Bestimmen Sie die Verknupfungstabelle bzglund- .
(i) Sist ein Kdrper. Bestimmen Sigsl

(i) Bestimmen Sie die Charakteristik v&n

Aufgabe 23.Bestimmen Sie Real-, Imaginarteil und Betrag der folgenden komplexen Zahlen:

345
)

(3-i)2
o) [~H5vE)°

d) i"firne N

Aufgabe 24.Seienzw € C. Zeigen Sie:
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(iiy |zZ|=|z|, zZ=|z}% z—lz‘ﬂ% falls z#0.

Bisher haben wir kein Verfahren zur praktischen Bestimmung von Nullstellen angegeben.
Fur ein Polynom

a4+ bx+ce C[X
vom Grad 2 ergeben sich die Nullstellen aus der Formel

—b+vb?—4ac
2a ’

Etwas kompliziertere Formeln diese Art gibt es auch fir Polynome von Grad 3 und 4. Abel
hat 1826 gezeigt, dal es solche allgemeinen Formeln fir Polynome vom»Graitht geben
kann. Deswegen benutzt man in der Praxis, wie bereits gesagt, numerische Naherungsverfah-
ren zur Nullstellenbestimmung.

—pWYIEgQJYm5fOv55/—

Ao =
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Kapitel 3

Vektorraume, Basis, Dimension

In der Motivation haben wir fin-Tupel mit Elementen in einem Korp&reine Addition und
eine Skalarmultiplikation eingefiihrt. Abstrahiert man diese, so erhélt man den Begriff des
K-Vektorraums.

Definition 3.1. SeiK ein Kdrper. Eine Meng¥ zusammen mit einer Verknipfung
+:VxV =V, (W) = V+Ww,
(Addition) und einer Abbildung
KXV =V, (AV) = Ay,
(Skalarmultiplikation heif3tK-Vektorraum(Vektorraum tber K wenn gilt:
(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(i) Es gelten didistributivgesetze
A+ -V=A-V+U-V, A(VFW) =A-V+A-W VA pe KV V,weV,
dasAssoziativgesetz
A(H-v) =AW -vVAHEKYVEY,
sowie
l.v=vVveVl

In diesem Fall nennen wi+ auch einennere Verknupfungnd- eineaussere Verknup-
fung Die Elemente volV hei3enVektoren das neutrale Element O der Addition heif3t
Nullvektor Wir schreiben oft abkirzend

AV:=A-vfir \eKveV.

IstK =R bzw.K = C, so sprechen wir auch vagrllen bzw. komplexen Vektorrdumen

65
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Rechenregeln 3.2Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:
(i) 0-v=0.
(i) A-0=0.
(i) A-v=0=A=0o0derv=0.
(iv) (-=1)-v=—v.

Beweis. (i) 0-v=(0+0)-v=0-v+0-vund wir kdnnen die Kiirzungsregel in der Gruppe
(V,+) anwenden.

(i) A-0=A-(0+0) =A-0+A-0 sowie Kurzungsregel.
(iif) SeiA-v =0 aberA # 0. Dann gilt
v=1l.v=A"yv=rtav =r"1o=0

(iv) v+ (-1)v=12v+(—1)v=(1-1)v=0v=0.

Beispiel 3.3.SeiK ein Korper.
(i) Seine N\ {0}. In der Menge
K"={x=(X1,...,%) | X € K}
dern-Tupel inK erklaren wir eine Addition
+ K" K" — K", (Xy) — X+,
durch
(X1, %) + (Y1, ¥n) = (X1 + Y1, X0+ Yn)
sowie eine Skalarmultiplikation
K x K= K" (A X) = A-X,
durch
A (X, Xn) = (A X1, .., A Xn).

Dadurch wirdk" zu einemK-Vektorraum mit Nullvektor 6= (0, ...,0).

In diesem Fall kdnnen wir Addition und Skalarmultiplikation geometrisch deuten, in-
dem wir jeden Vektok = (x,...,Xn) als Pfeil vom Nullvektor mit Spitze i ansehen.
Firn = 2 kann man das einfach zeichnen.
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X+Yot —————- - - T Xty
Yot Yoo !
|
Xo+ X :
|
Vi XL XiTyL
Abbildung 3.1: Vektoraddition
A A
X
X2 _________ :
. —X1 | .
> . S
_X| 777777777 —X2

Abbildung 3.2: Skalarmultiplikation
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(i) Seienm,n € N\ {0}. Auch mx n-Matrizen mit Koeffizienten ik kann man addieren
und mit Skalaren multiplizieren: Sind

A= (gj) undB = (bij) € M(mx,K) undA e K,
so sind
A+B= (aj+bjj) undA-A=(A-&j)

wieder inM(m x n,K). Mit dieser Addition und Skalarmultiplikation wirlfl (m x n,K)
zu einemK-Vektorraum, dessen Nullvektor die Nullmatrix nnitZeilen undn Spalten
Ist:

0 ... 0

0=1: :

0 ... 0

Schreibt man die Zeilen einer Matrag hintereinander als Vektor
(a117' "7a1n7a21a" '7a2ﬂa" '7al’n17' "7amn)a

so sieht man, daBl(m x n,K) alsK-Vektorraum eigentlich nichts anderes ist KI8".

(iii) Im PolynomringK[x], in dem ja schon eine Addition erklart ist, definieren wir eine
Skalarmultiplikation

K x K[x] — K[X], (A, p) = A-p,
durch

n . n .
A Z)aic' — zoxa;x'.
i= i=
Dadurch wirdK [x] auch zu eineniK-Vektorraum. Der Nullvektor ist das Nullpolynom.

O

Im PolynomringK[x] hat man also zwei innere Verkniipfungenund - und eine aul3e-
re Verknupfung. Durch Abstraktion der geltenden Rechenregeln gelangt man zur folgenden
Definition:

Definition 3.4. SeiK ein Korper. Eine Meng& zusammen mit zwei inneren Verkntpfungen

+:AxA—A (ab)—a+hb,
tAxA— A (ab)—a-b,

(Additionund Multiplikation) sowie einer auf3eren Verkniipfung

e AXA—A (ab)—aeb,

(Skalarmultiplikation heif3tK-Algebra, wenn gilt:
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(i) (A,+,-)istein Ring.
(i) (A,+,e) ist einK-Vektorraum.
(i) Es gilt dasAssoziativgesetz

Ae(a-b)=(Aea)-b=a-(Aeb).

Wir sprechen von eindblommutativen K-Algebrbzw. einerk-Algebra mit 1 wenn der Ring
(A,+,-) diese Eigenschaften hat. O

Beispiel 3.5. (i) IstK ein Korper, so isK[x] eine kommutativé-Algebra mit 1.
(i) Seienl C R ein Intervall und
R:={f :1 — R Abbildung}
der Ring aus Beispiéd.37, (ii) mit der durch

(f+9)(x) = f(x) +9(x),
(f-9)(x) = f(x)-9(x),

definierten Addition bzw. Multiplikation. Dann wir(R, +, -) zusammen mit der Skalar-
multiplikation

Aef)(x)=A-f(x) VAR, f eRxel
zu einerR-Algebra.
0
Bemerkung und Definition 3.6.SeiV ein K-Vektorraum undJ C V eine Teilmenge. Dann
heiRtU ein Untervektorraum vow, wenn gilt:
(i) U ist eine Untergruppe voy bzgl. +.
(i) U ist abgeschlossen bzgl. der Multiplikation mit Skalaren:

AeK,veU = A-veU.

In diesem Fall wird irJ eine Multiplikation mit Skalaren induziert, so dalzusammen
mit der induzierten Addition wieder eid-Vektorraum ist.

Ist (Uj)ici eine beliebige Familie von Untervektorrdumen Yrso ist auch
U=V
iel
ein Untervektorraum: Aug.18folgt, dal3U eine Untergruppe bzgh ist. Sind andererseits
alleU; abgeschlossen bzgl. der Multiplikation mit Skalaren, so sicher duch O
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Hier ist ein Kriterium, das das Nachrechnen der Unterraumeigenschaften erleichtert:
Satz 3.7.Seien V ein K-Vektorraum und d V. Dann sind aquivalent:
() U istein Untervektorraum vonV.
(i) U #£0und es gilt

uvelU = u+velU, AeK,ueU = A-ueU.

Beweis.Dies folgt aus dem entsprechenden Kriteri@rh6fur Untergruppen:

uvelU=u—-velU=u-velU.

Beispiel 3.8. (i) U :={(x,y,0) | x,y € R} ist einR-Untervektorraum voiR3,

(i) U:={(xy,1)|xyec R} ist kein Untervektorraum voR3, denn(0,0,0) ¢ U.
O

Wir kommen nun zum Begriff der Linearkombination, dem wir schon in der Motivation
begegnet sind. Gleichzeitig Ubertragen Rit8 (ii), (iii) auf Vektorrdume.

Bemerkung und Definition 3.9.SeiV ein K-Vektorraum.

(i) Sei(v)ici eine Familie von Vektoren in V. Ein Vektore V heil3tLinearkombination
der(Vi)ier, wenn es Indizes, ... ,in und Skalaré\s, ..., A, € K gibt mit
n
V= z AV, -

v=1

Wir bezeichnen mit

spartVi)icr = spark (Vi)iel

die Menge aller Linearkombinationen def)ic|. spariv;)ic| ist der kleinste Untervek-
torraum vonV, der allev;,i € |, enthalt. Dieser heil3t der von der Famgiefgespannte
(odererzeugtg Unterraum. Schreiben wir

A={viliel}cCV,
so gilt

sparfA) = N u.
ucv
Untervektorraum
AcU
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Wir setzen

span0) := {0}.

Ist spezielll = {1,...,n} und sindvs,...,v, € V, so schreiben wir auch
n
sparjvi,...,Vn) =span (Vi,...,Vn) ={veV |TAq,..., Ap e K mitv= Z)\ivi}
i=

fur den vonvy, ..., v, aufgespannten Untervektorraum.
(i) Ist(vi)iel eine Familie von Vektoren i mit
spanvi)icl =V,

so nennen wir die FamiliErzeugendensysteonV. In diesem Fall ist also jeder Vektor
in V eine Linearkombination von endlich vielen dgrV heif3tendlich erzeugtfalls es
ein endliches Erzeugendensystem gibt.

O

Beispiel 3.10. (i) IstK ein Korper, so betrachten wir iK" die Vektoren

g:=(0,...,0, 1 .0,...,0),i=1,...,n.
i-te Stelle

Dann gilt
sparey,...,e,) = K".
(i) Der PolynomringK[x] iiber einem KérpeK wird erzeugt von Ix,x?,x3, .. .:
K[X] = sparix )ien

(i) Sei0#£ vy € R3. Dann ist spafv) die Gerade durch O und. Istvyp € R3 ein weiterer
Vektor, v ¢ sparivy), so ist spafvy, o) die Ebene durch Qi, vo.

(iv) Seien
vi = (1,2,3,4),v> = (6,6,10,10),v3 = (1,0,1,0),v4 = (1,1,1,1) € R*.
Dann ergibt sich z. B. fiir den Vekter= (4,2,4,2) c R*:
V=V —2:v1 =2-(V3+Vy).

Die Darstellung vorv als Linearkombination vowm, . .., vy ist also nicht eindeutig.
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Dal3 im obigen Beispiel die Darstellung nicht eindeutig ist, liegt daran, dafd/z lireits
im span der anderen drei Vektoren enthalten ist:

Vo = 2V1 + 2V3 + 2v4.
Daraus folgt dann
sparvy, ..., Va) = sparivi, Vs, Va).

Naturlich ist es sinnvoll, mit der geringstmoglichen Anzahl von Vektoren zu arbeiten, die einen
Untervektorraum aufspannen. Wie kann man aber Uberprifen, ob ein gegebenes Erzeugenden-
system verkleinert werden kann?

Aufgaben
Aufgabe 25.SeiR ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit= O (Integritatsring) . Zeigen
Sie:
(i) Inder MengeR x (R\{0}) ist durch
(a,b) ~ (d,b) & af =ab

eine Aquivalenzrelation definiert. Wir schreib@nfiir die durch(a,b) reprasentierte
Aquivalenzklasse sowie

QR):= {7 (ab) € Rx (R{0})}

fur die Menge aller Aquivalenzklassen.

(i) Durch
_ab+bd a @ ad

a a _aiibd ad
b ¥ b b b bb
erhalten wir wohldefinierte Verknupfungenund- aufQ(R).

(i) (Q(R),+,-) ist ein Korper(Quotientenkdrper von R).

Aufgabe 26.Seienu,v € Z. Wir sagenu teilt v, in Zeichenu|v, falls eink € Z existiert mit
u-k =v. Seiena,b € Z\{0}. Definieren Sie induktiv eine Folg®),ci,Cz,... ganzer Zahlen
durch

Co = &g
C1 = b,

der Rest vort;_1 bei der Division durclt;, falls ¢ # 0,
C+1 =

0 sonst

Zeigen Sie: Es gibt einen kleinsten Indernit ¢, 1 = 0. Fur dieses gilt:
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(i) cnlaundcylb.
(i) cpisteingrofdter gemeinsamer Teilervonaundb, d.h. es gilt:
djaundd|b = d|cy.

Aufgabe 27.Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Korper mit 4 Elementen.

Aufgabe 28.SeierK ein Korper undhy, ... ,an, 0. .., by € Kmit g # a; flr allei # j. Zeigen
Sie: Es gibt genau ein Polynoime K[x] vom Grad< n, so daf¥f (&) =b; furi=1,... ,n.
Hinweis: Konstruieren Sie zuerst Polynorgge K[x] vom Grad< n mit

{ 1 fur i=Kk,

%@ =10 fur i£k

Was man leicht testen kann ist, ob der Nullvektor nur eine Darstellung aus dem gegebenen
Vektor zulafdt. Das fuhrt zur

Definition 3.11.SeiV ein K-Vektorraum. Eine endliche Familiey( .. .,vy) von Vektoren aus
V heil3tlinear unabhangigwenn gilt

n
Z)\ivizo, AM,....,Apne€K = Aj=---=As=0.
=

Eine beliebige Familigv;)ic; von Vektoren au¥ heif3tlinear unabhangigwenn je endlich
viele Vektoren aus der Familie linear unabhé&ngig sind. Eine Familie von Vektorerihe#st
abhangig wenn sie nicht linear unabhangig ist. 0J

Tatsachlich reicht es, den Nullvektor auf eindeutige Darstellbarkeit zu testen:
Lemma 3.12.Fur eine Familie(v;)ic; von Vektoren eines K-Vektorraums sind aquivalent:
(i) (vi)ier ist linear unabhangig.

(i) Jeder Vektor \e spartv;)ic 188t sich in eindeutiger Weise aus Vektoren der Familie
(Vi)iel linear kombinieren.

V= I%)\ivi = ; KV € spanvi)iel

auf zwei Arten linear kombiniert. Dabei sind die Summen so zu verstehen, daf3 nur endlich
vieleA; bzw.; von Null verschieden sind, und tatsachlich nur tber die entsprechenden Indizes
summiert wird. Dann gilt

Beweis. (ii) = (i)’ ist klar.
(i) = (ii). Sei

Z(?\i—M‘)Vi =0,

le

wobei jetzt tatsachlich nur tber die endlich vielen Indizes i O oderp; # 0 summiert
wird. Es folgtA; = Vi € | nach (i). O
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Ist (v1,...,Vn) eine linear unabhangige (abhéngige) Familie von Vektoren, so sagen wir
auch einfaclvy,. .., Vv, sind linear unabhangig (abhangig).

Beispiel 3.13. (i) Die Vektoreney,...,e, desK" sind linear unabhangig.

(i) Die Polynome 1x,x?,x3... des Polynomring&[x] sind linear unabhangig.

Lemma 3.14.Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:
(i) veV linear unabhéangige v+# 0.

(i) Istn>2,sosindy,...,vy €V genau dann linear abhéngig, wenn einer der Vektoren
Linearkombination der anderen ist.

Beweis. (i) ‘<. vlinear abhangig=3dA A0 mitA-v=0 = v=0.
‘=". Oistlinear abhangig wegen-0 = 0.

(i) ‘=". Sind v1,...,v, linear abhéngig, sod A1,...,Ay € Kmit 3 ;Ajv; = 0 und fir
mindestens eik gilt A £ 0. Es folgt

M —)\k—lv —Aki1 —An

‘<. Ist umgekehrt etwa

Vk = MaV1i+ -+ Mk-1Vk-1+ B 1Vkt 1+ + BV,

so folgt

MaVi+ -+ M- 1Vk-1+ (=) Vk+ BkraVigpa + -+ HaVa = 0.
O
Beispiel 3.15Die Vektorenvy, ..., v4 € R* in Beispiel3.1q (iii) sind linear abhéngig. [
Definition 3.16.SeiV ein K-Vektorraum. Eine FamilieB = (vj)i¢| in V heil3tBasisvonV,
wenn gilt:
(i) B istein Erzeugendensystem Vidn
(i) B istlinear unabhéangig.

Istl = {1,...,n} endlich, alsaB = (vi,...,Vn), SO heildin La4nge des Basisst| unendlich, so
sprechen wir von eineBasis unendlicher Lange O
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Beispiel 3.17. (i) X := (ey,...,€y) ist eine Basis deK", sie hei3t diekanonische Basis
oderStandardbasis

(i) Die Matrizen

j-te Spalte

l
0

<—i-te Zeile ,

m

I

o

o
Or O -

o

o

1<i<m;1< j<nbilden eine Basis voN (mx n,K). Dies ist wieder nur eine Variante
von (i).

(i) 1,x,x2,x3,... ist eine Basis unendlicher Lange VKix].
L]

Satz 3.18Fur eine FamilieB = (vy,...,Vn) von Vektoren eines K-VektorraumsA/{0} sind
aquivalent

(i) Bisteine Basis.
(i) Bistein unverkirzbares Erzeugendensystem, @8.ist ein Erzeugendensystem, aber
(V1o s Ve—1,Vr41,---,Vn)
ist fur jedes re {1,...,n} kein Erzeugendensystem mehr.

(i) Farjedes ve V gibt es eindeutig bestimmieg, ..., A, € K mit

n
V= i;)\ivi,

d. h. B ist ein Erzeugendensystem mit der zusatzlichen Eindeutigkeitseigenschaft.
(iv) Bistlinear unabhéangig und’/ v eV ist(vy,...,vy,V) linear abhangig.

Beweis. (i) =(ii)’. Ist B eine Basis, so igB ein Erzeugendensystem. WéBeverkirzbar, so
konnte man ein;, als Linearkombination der anderarschreiben undB ware linear abhéangig.
‘(i) =(iiy’. B ist ein Erzeugendensystem. Gabe esveirvV mit

n n
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undA; # W flr einr, so folgte

—A 1A —A —A
\/—p:L 1V1+~--+Mvr_1+wvr+1+---+“" n

r_7\r—llr Ar — b Ar — b Ar — b

Vrh

und ‘B ware verkirzbar.
‘(i) =(iv)’. Aus 3.12folgt: B ist linear unabh&ngig. Ist € V, so istv von der Form
v="S,Aivi, es folgt

AVi+ -+ AVn+ (=1)v=0,

d.h.(v1,...,Vp,V) ist linear abhangig.
‘(iv)=(i)’. B ist linear unabhéangig. Seic V. Da (vi,...,vn,V) linear abhangig isB
A, A A € KCAZ£O, mit Aqvi+ -+ Apvp +Av =0, es folgt

)\n )\1
V= —TV]_—"'—TVn.
Also ist ‘B auch ein Erzeugendensystem won O

Korollar 3.19. Ist V ein K-Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist, so gibt es eine linear
unabhangige Familie von Vektoren in V mit unendlich vielen Elementen.

Beweis.Wir zeigen durch vollstandige Induktion naoh vV n > 1 gibt es linear unabhangige
Vektorenvy,...,vh € V.
Induktionsanfang n = 1 Es gibt einen Vektor & v; € V, denn sonst war€ = {0} endlich
erzeugt.
Induktionsschlu Seine N,n > 1.

Induktionsannahme3 vy, ..., v, € V linear unabhangig.

Induktionsbehauptungd vh1 € V, so dafds, ..., vy41 linear unabhangig sind.
Warenvy, ..., vy, V fir jedesv € V linear abhangig wére, dann ware n&h8vs, ..., v, auch
ein Erzeugendensystem vi@nm Widerspruch zur Voraussetzung. O

Satz 3.20 (Basisauswahlsatzhus jedem endlichen Erzeugendensystem eines K-Vektorraums
kann man Vektoren auswahlen, die eine Basis bilden. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte
K-Vektorraum eine Basis endlicher Lange.

Beweis.Aus dem endlichen Erzeugendensystem nehme man so lange Vektoren weg, bis es
unverkirzbar geworden ist. O

Bemerkung 3.21.Allgemeiner kann man zeigen, dal3 je#elMektorraum eine Basis hat. Der
Beweis ist wesentlich komplizierter und benutzt das Lemma von Zorn. Darauf wollen wir
nicht weiter eingehen. O

Wir wollen nun die Lange verschiedener Basen eines endlich erzedgtéaktorraums
vergleichen. Dazu mul3 man systematisch Vektoren austauschen.
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Satz 3.22 (Austauschlemma von Steinitzgei V ein K-VektorraumB = (vi,...,vn) eine
Basis vonV und w= 31! ; Ajv; € V. Dann ist fir jedes k {1,...,n} mitAy # 0 auch

/
B = (Vla ooy V=1, Wo Viky 1, - - >Vn)

eine Basis von V. Man kann alspgegen w austauschen.

Beweis.Ohne Einschrankung nehmen Wi 1 an (dies kann man durch umnumerieren stets

erreichen). Es ist also zu zeigen, d&f3= (w, vy, ...,Vvn) eine Basis ist.
B ist ein ErzeugendensysterSeiv € V. Dann3 py,...,ph € K mitv= S ; vi. Ande-
rerseits folgt wegenq £ O:

vlziw— n ﬁvi,
M S\
also
V= %W+ (K2 — “)1\—)1\2)V2+--'+ (bn— H)l\)l\n)vn.

B’ ist linear unabhangig Seieny, ..., U, € K mit
MW+ oV + - - - + by = 0.

Dann folgt durch Einsetzen

PA1V1 + (A2 + H2)V2 + - - -+ (MWAn+ Hn)Vn = O,
also
M1 =2+ == HAn+ =0,
daB linear unabhangig. Da; # 0 folgt u= 0 und somit auclpp = --- = Yy = 0. O

Durch Iteration erhélt man den

Satz 3.23 (Austauschsatz von Steinitzpeien V ein K-Vektorraun® = (vy, ..., Vn) eine Ba-
sisvonV undwi,...,w;) eine Familie linear unabhéngiger Vektoren in V. Dann gilt

@ r<n

(i) EsgibtIndizesy,...,ir €{1,...,n}, sodall man nach Austausch verdurchw, ..., v;
durch w wieder eine Basis von V erhalt. Numeriert man so um, daf31,...,i, =r,
so bedeutet das, dal3

B = (Wi,...,Wr,Vri1,...,Vn)

eine Basis von V ist.

Beweis.Wir fuhren vollstandige Induktion naah
Induktionsanfang Der Fallr = 1 ist das gerade bewiesene Austauschlemma.
Induktionsschluf3 Seir e N;r > 1.

InduktionsannahmeDie Aussage sei richtig fur.
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InduktionsbehauptungDie Aussage ist richtig fir+ 1.
Seien(ws, ..., Wr1) eine Familie linear unabhéngiger VektoreNirDann ist auctiwy, ..., w;)

linear unabhangig. Also ergibt sich aus der Induktionsannahme, dal3 (evtl. nach Umnumerie-

rung)
(W17"'7WI’7VI‘+17"'7VH)
eine Basis vorV ist. Ebenfalls giltr < n nach Induktionsannahme. Wéare= n, so wére
(w1,...,w,) bereits eine Basis vovi im Widerspruch z8.18 (iv). Also gilt r +1 < n. Nun
schreiben wir
Wr1 = A1Wp + -+ AW +Ar1Vrp1+ -+ AnVn
mit A1,...,An € K Ware(Ar11 = --- = Ay = 0, so hatte man einen Widerspruch zur linearen
Unabhéngigkeit voriwy, ..., w;11). Bei geeigneter Numerierung kénnen wir alsa1 # 0
annehmen und nach dem Austauschlemma gegenw; 1 austauschen.
O

Korollar 3.24. Hat ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist jede Basis von V endlich.

Beweis.Seien(vy,...,Vy) eine endliche Basis un@;)ic| eine beliebige Basis vov. Wéare
| unendlich, so gabe es Indizgs...,in;1 € |, SO dalwi,, ..., W,,, linear unabhangig sind.
Dies widersprichB.23 (i). O

Korollar 3.25. Je zwei endliche Basen eines K-Vektorraums V haben gleiche Lange.

Beweis.Sind (w1,...,Vn) und(w,...,Wn) zwei Basen volv, so kann mar.23 (i) zweimal
anwenden und erhath < n, aber auchm < m. O

Definition 3.26.IstV ein K-Vektorraum, so heif3t

oo, fallsV keine endliche Basis hat,

dimV :=dimgV = . . .
n, fallsV eine Basis der Langehat,

die DimensionvonV uberK. O

Korollar 3.27. SeienV ein endlich erzeugter K-Vektorraum undW ein Unterraum. Dann
gilt:

(i) W ist endlich erzeugt undimwW < dimV.

(i) IstdimW =dimV, so folgtW=V'.

Beweis.(i) WareW nicht endlich erzeugt, so gabe es n&cldeine linear unabhéngige Fami-
lie von Vektoren inV und damit auch iv mit unendlich vielen Elementen. Dies widerspricht
dem Austauschsatz. Also h@t eine endliche Basis, und wieder na8l23ist ihre Lange
hdchstens gleich diw.

(i) Sei dimV = dimW = n. Dannd Basiswy, ..., W, vonW mit n. WareW =V, so gabe es
veV\W, undws,...,wy,vwaren linear unabhéngig im WiderspruchZa3 OJ
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Satz 3.28 (Basiserganzungssat&eienV ein endlich erzeugter K-Vektorraum uagd.w ,w, €
V linear unabhéangig. Dann gibt esm,...,vh, €V, so dal

B=(Wq,...,Wr,Vri1,...,Vn)
eine Basis von V ist.

Beweis.Wahle eine Basiévy,...,v,) vonV. und wnde3.23an. O

Beispiel 3.29. (i) dimk K" =n, dennK" hat die kanonische Basisy, ..., e,).
(i) dimg Mat(mx n,K) =m-n.

(iii) dimk K[X] = oo.

Aufgaben

Aufgabe 29.SeienG eine endliche Gruppe mit Neutralelemeninda € G. Dann heif3t
ord(a) := |U(a)|
die Ordnung vona. Zeigen Sie:
(i) Furne Zista" = e< ord(a) ist ein Teiler vom.
(i) (Kleiner Fermatscher Satz) Es giltal®l =e.

(ii) Istme Z undd € N groRter gemeinsamer Teiler vamund orda), so gilt

_ ord(a)

m
ord(a") r

Aufgabe 30.Seien(R,+,-) ein Ring. Eine Teilmenge C R heil3tideal von R, wenn gilt:
(a) aist eine Untergruppe voR bzgl. + .
(b) aca,reR= a-rcaundr-aca.
Zeigen Sie:
(i) Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von IdealeiRiist wieder ein Ideal iR

(i) Die Faktorgruppe
(R/a,+)
wird durch

R/axR/a — R/a, (r+a,s+a)+— (r-s)+a,

zu einem Ringfaktorring von R nacha).
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(i) Ist¢ : R— Sein Homomorphismus von Ringen, so ist Kérein Ideal inR.

Aufgabe 31. (i) Fur welchet € R sind die drei Vektoren
(1,3,4), (3,t,11), (—1,—4,0) e R®
linear abhéngig? Begrunden Sie lhre Aussage.

(i) Zeigen Sie:

U={(xy,2 eR®|x=2}
ist ein Untervektorraum de®3. Bestimmen Sie eine Basis vbh

Aufgabe 32.SeilFq ein KOrper mitq Elementen.

Ein [n,k|-Code Uber[Fq ist ein Untervektorraur® C IFg der Dimensiork.

Eine Erzeuger-Matrix fur C ist einek x n-Matrix mit Koeffizienten inFy, deren Zeilen eine
Basis vorC bilden.

Bestimmen Sie eine Erzeuger-Matrix fur die von den Zeilen der folgenden Matrizen
aufgespannten Codes:

or
[
[
=)

EM(3x 4,Fy),

N
o
o
=

2| e M(5x6,F3),

NNRN NN
PR ERPNO
NONON
NR R PO
PR ERPNO

wobeiF, =7Z/pZ .

In 3.23 haben wir bewiesen, dal3 man aus jedem endlichen Erzeugendensystek-eines
Vektorraums eine Basis auswahlen kann. Fir die Praxis ist das Verfahren des Weglassens (und
die Kontrolle, ob ein Erzeugendensystem ubrigbleibt) nicht 6konomisch. Wir geben nun einen
Algorithmus an, wie man aus einem Erzeugendensystem eine Basis linear kombinieren kann.
Dabei behandeln wir den Spezialfall eines Untervektorralmson K". Spater werden wir
sehen, dal3 sich der allgemeine Fall darauf zurtickfihren Iasst.

Seien also Vektoreay, ..., am € K" gegeben, und s&/ = sparia, ..., an). Sindaj,. ..,
ain die Komponenten voa;, d. h. ista; = (a1, ...,ain), SO ergeben die Vektoren untereinan-
dergeschrieben eine Matrix

A=| : i | e M(mxn,K).
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Beispiel 3.30Aus der kanonischen Basig,...,e,) desK" erhélt man dien-reihige Ein-
heitsmatrix

1 0 0
o 1 ...0
En:=(3ij) = | . € M(nx n,K),
0 0 1
wobei
1 i=j,
dij = { . J
0 i#],
(Kronecker-Symbal O

Definition 3.31.IstA= (&) € M(mx n,K), so heiRemy = (a1s,...,an),-..,8m= (8my,. . .,
amn) auch dieZeilen(vektorenyon A, und

ZR(A) ;= spar{ay,...,amn) C K"
derZeilenraumvon A. Wir setzen
Zeilenran@ := dimg ZR(A).
([l

Unser obiges Problem kdnnen wir also so umformulieren: Bestimme eine Basis von
ZR(A)! Ist die Matrix in einer bestimmten Form, so kann man die Basis direkt ablesen.

Definition 3.32.SeiA € M(mx n,K). Dann hatA Zeilenstufenforprwenn fir jede Zeile voA
gilt: Sind die ersters— 1 Elemente der Zeile Null, so sind fur die folgenden Zeilen mindestens
die ersters Elemente Null (soweit vorhanden).

o
00
00
00
00

T OO0 0O OO0OO0Oe

0 00000 O... 0O

Jeder mite gekennzeichnete Eintrag helRivot (der entsprechenden Zeile). OJ
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Bemerkung 3.33.Ist A € M(mx n,K) in Zeilenstufenformso gibt es eine Zall, 0 <r <m,

so dald in jeder der ersterZeilen mindestens ein von Null verschiedener Eintrag steht, und in
den anderen Zeilen nur Nullen stehenrlst 1, so sind die erstenZeilen linear unabhangig,
bilden also eine Basis von ZR). Es gilt dimk ZR(A) =r. O

Beispiel 3.34 Fur

oNeolNolNe)
QoOoOonN
eoNel o]
QO whH
oo nNO
SO wr o
= O

ist dimk ZR(A) = 3. O

Ist nunA beliebig, so kdnnen wiA durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstu-
fenform bringen, ohne den Zeilenraum zu verandern.

Definition 3.35.Unter einerelementaren Zeilenumformumgn A € M(m x n,K) verstehen
wir eine der folgenden Operationen:

I. Multiplikation deri-ten Zeilen mitA € K*:
A=|a | — | A\g

[I. Addition derj-ten Zeilen zui-ten Zeile:

[ll. Addition derA-fachenj-ten Zeilen zui-ten Zeile A € K:

aj ai-l-)\aj

g a;
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IV. Vertauschen ddrten Zeilen mit derj-ten Zeile:

Dabei bezeichneay, ..., any die Zeilen vonA, es ist stet$ # | vorausgesetzt, und an den
mit Punkten gekennzeichneten Zeilen andert sich nichts. O

Bemerkung 3.36.Elementare Zeilenumformungen von Tip bzw. IV kann man aus denen
vom Typl undll kombinieren:

aj & ai +Aa; 3 +Aa;
A N N
aj )\aj )\aj aj
bzw.
& | & I & 1 a—(a-a) 4 I 8
- - = . = g
aj —a, a —a; & —a; a —ai 4,

O

Lemma 3.37.Ist B aus A durch elementare Zeilenumformungen entstanden, Rgl) =
ZR(A).

Beweis.Nach3.36genugt es, Zeilenumformungen vom Tybzw. Il zu betrachten. Daftir ist
die Behauptung wahr. O

Satz 3.38.Jede Matrix Ac M(mx n,K) kann durch elementare Zeilenumformungen auf Zei-
lenstufenform gebracht werden.

Beweis.Wir formenA so lange um, bis wir eine Matri&® in Zeilenstufenform erhalten.
Ist A= 0, so istB = A bereits in Zeilenstufenform.
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Ist A=£ 0, so gibt es mindestens eine Spalte ¥oderen Eintrage nicht alle Null sind. Wir
wahlen diejenige Spalte mit dem kleinsten Index

jr:=min{j [3i mit &; # 0}.
Istagj, # 0, so konnen wigy j, als Pivot wahlen. Andernfalls suchen wir uns ajj), # 0 und

vertauschen die Zeile 1 mit der Zeilg Die neue erste Zeile ist schon die erste Zeile Bon
Also gilt fir den ersten Pivot

b1j, = ai,j;-
Durch Umformungen vom Typ Il kann man alle unterhalb \mRf, stehenden Eintrage zu
Null machen. Ist einer davon, so soll

a—+ )\bljl =0
werden, also hat man
—a
A=—
by,
zu wahlen. Als Ergebnis dieser Umformungen erhalten wir eine Matrix der Gestalt
0 ... 0 by
Al _ | 0
: D Ao
0O ... 0 O

Im néchsten Schritt macht man mit das gleiche wie im ersten Schritt~m!it: A;. Die dazu
notigen Zeilenumfornungen vok, kann man auf die Zeilen 2 bia von A; ausdehnen, ohne
daf3 sich in den Spalten 1 bjg etwas andert, denn dort stehen Nullen.Astumgeformt,

so erhalt marA3 usw. Das Verfahren mul3 abbrechen, weil die Zeilen- und Spaltenzahlen der

MatrizenAx abnehmen. Als Ergebnis erhalt man eine MaBix Zeilenstufenform. OJ

Beispiel 3.39 Wir bestimmen eine Basis des von

a = (0,0,0,2,—-1)
a = (0,1,-210)
a = (07_17 27 17_1)
a, — (0,0,012)

aufgespannten UntervektorrautdsdesR®. Dazu filhren wir die entsprechende MatAxn
Zeilenstufenform tber:

00 0 2 -1 01 -2 1 0 01 -21 0

a_|0 1 21 0| foo o2-1] (o0 o0 2-1
0 -1 2 1 -1 0 -1 2 1 -1 00 0 2 -1
00 0 1 2 0 0 0 1 2 00 0 1 2
01 -21 0 01 -21 0 01 -21 0
00 0 1 2 00 0 1 2 00 0 1 2|
~loo 0 2-1/"|o0o 0 0o-5/"|oo0 0 o0 -5|F
00 0 2 -1 00 0 0 -5 00 0 0 O
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O

Bemerkung 3.40.Der Beweis vorB.38liefert einen Algorithmus zur Uberfiihrung einer Ma-

trix in Zeilenstufenform. Im Zusammenhang mit dem Losen linearer Gleichungssysteme wer-
den wir auf diesen Algorithmus zurickkommen. Wir sprechen dann auct&lommations-
verfahren von Gauss ]

Ob man Vektoren als Zeilen oder als Spalten schreibt, ist eine Frage der Konvention. Flr
die zugehorige MatriXA bedeutet der Ubergang vom Zeilen- zum Spaltenraum, dalR/man
transponiert.

Definition 3.41.SeiA = (aj) € M(mx n,K). Dann heif3t
A= (a];) € M(mx n,K) mit &; := aj;

die zuA transponierte Matrix O

Beispiel 3.42Es gilt

w ok
= N O

Unmittelbar aus der Definition ergebt sich
Rechenregeln 3.43Fir A,B € M(mx n,K) gilt:
(i) Y{(A+B)='A+'B.
(i) (A =A.
(i) '(AA) = N'A.

Zum Schlu3 dieses Paragraphen wollen wir — analog zur Vorgehensweise bei Gruppen
und Ringen — weitere Mdglichkeiten studieren, wie wir aus bereits bekannten Vektorrdumen

weitere Beispiele ableiten konnen.
Satz und Definition 3.44.Seien V ein K-Vektorraum und WV ein Unterraum. Dann wird
durch

KxV/w—=V/w, A,v+W) = A-v4+W,

eine Skalarmultiplikation erklart, so daR3 die FaktorgrupPé&/w,+) zusammen mit dieser
Skalarmultiplikation zu einen K-Vektorraum wird. Dieser heifitotientenvektorraurder
Faktorraunmvon V nach W.
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Beweis.Wir mussen zeigen, dafd die Skalarmultiplikation wohldefiniert ist. Seiew € V
mit v + W = v, +W undA € K. Dann3dw € W mit v; — v = w. Es folgt

)\Vl—)\Vz = )\(Vl—Vz) =AweW
und somit
AV +W = Avs +W.

Die Vektorraumgesetze Ubertragen sich VoaufV /. O

Satz 3.451stV endlich erzeugt, so auch/y, und es ist
dimV = dimW +dimV /w.
Genauer gilt: Ist(wy,...,w;) eine Basis von W un@wy, ..., W, Vr11,...,Vy) €ine Basis von
V, soist
(Vi1 +W,...,vh+W) = B
eine Basis von Yy.

Beweis.Ist V endlich erzeugt, so gilt dies auch fi¥ nach3.27, (i). Sei (w1,...,w;) eine
Basis vorW. Nach3.28(Basisergdnzungssatz) konnen wir diese zu einer Basis

(W1, ..., W, Vri1,...,Vn)
vonV erganzen. Es gilt
Wi +W=W=0y,,i=1...,n
B erzeugtVw. Seiv+W €V /w,veV.Danngibtes\s,... ;A\, € K mit

n

r
V= i;)\iwi + i:2 l)\iVi.

r+
Es folgt

n
V+W = z Ai(vi +W).
i=r+1

B ist linear unabhéngig Seien\1,...,An € K mit

Ov = i Ai(vi +W) = ( i Aivi) +W.
i=r+1 i=r+1
Dannistyl, . Aivi e W, d.h.3Aq,..., Ay € K mit
n n
i:rz+1)\|V| = i;)\,w,.
Da aber(wy,...,Wy,Vr11,...,Vy) linear unabhangig sind, folgty = --- = Ay = Ary1=---

(I

)\n:O.
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Im Gegensatz zu Durchschnitten ist die Vereinigung von Untervektorraumen im Allgemei-
nen kein Untervektorraum, man betrachte etwa zwei verschiedene Nullpunktsgeraién im

Man kann aber nattrlich den von den Untervektorraumen aufgespannten Untervektorraum (in

unserem Beispiel ist dies der gari#) betrachten.

Bemerkung und Definition 3.46.SeienV ein K-Vektorraum undV,W’ c V Untervektorrau-
me. Dann ist

W+W =spafWuUW') = {veV [FweW,W € W mitv=w-+w'}

ein Untervektorraum. Dieser heiRt di@mmeonW undW'’. O

Satz 3.47 (Dimensionsformel fir Summen)Sind V ein K-Vektorraum und W' c V end-
lichdimensionale Untervektorraume, so gilt

dim(W +W') = dimW + dimW’ — dim(WnW’).

Beweis.Nach 3.27, (i) ist auchW NW'’ endlichdimensional. Sew,...,w; eine Basis von
WNW'. Diese kdnnen wir nacB.28zu Basen

(Wi, .o, We, Vit .0, Vi) DZW. (Wa, .o W Ve g, v, Vi)
vonW bzw.W'’ erganzen. Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daR
@ = (Wl,...,Wr,Vr+l,... ,Vn,\/;-+l,...,\/m)

eine Basis voiw +W' ist. DaRW +W'’ von B erzeugt wird, ist klar.
B ist linear unabhangig SeiemMy, ..., Ar, i1, ., Hn, My 1, - - -, B € K mit

r m
AW + Vi + v, = 0. (*)
i; - i ;1 | i ;1 |

Wir setzen

r n
Vi= Y Aiw; + iVi.
2 2 W

Dannistve Wund—v=735" v € W, alsove WNW'. Somit gibt esxy, ..., 0, € K mit

r
V= Zlaiwi.
i=

Wegen der Eindeutigkeit der Linearkombinationen folgt dann msbesopdﬁlr& =Mn=
0. Einsetzen ir(x) liefert Ay = --- = A = 1 = -+~ = Uy = 0, da(wy, ..., W, V, ARTE ,\/m
eine Basis voiW’ ist.

Will man den “Korrekturterm” dinfWW "W’) loswerden, so muf3 maN nW’ = {0} for-
dern.
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Definition 3.48.Ein K-VektorraumV heif3tdirekte Summeon zwei Untervektorraumew
undW’, in Zeichen

V=WaW,
wenn gilt:
(i) V=W+W/
(i) Wnw'={0}.

Satz 3.49Fir einen K-Vektorraum V und Unterraume Wit
V=W+W
sind &quivalent:
(i) V=WaW.

(i) VveV gibtes eindeutig bestimmteawV,w € W' mitv=w+Ww.

(iii) Sind0# we W und0#w €W, so sind w und Winear unabhangig.
Beweis.'(i) =(ii)’. Ist v=w+wW =W+ W, so folgt

W—W=W—-w eWnW = {0}.

‘(i) =(iii)’ Waren w,w linear abhangig, so erhielte man verschiedene Darstellungen des
Nullvektors.
‘(i) = (i) Ware 0#£ ve WNW’, so ergabe

v+ (—1)v=0
einen Widerspruch zu (iii). O
Satz 3.50Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Untervektorraumen W uhd W
so sind &quivalent:
(i) V=WaW.
(i) Es gibt Baseriwy,...,w;) von W undw/, ..., w;) von W, so daRd
(W1, ., W, WY, . W)
eine Basis von V ist.

(i) V=W+W unddimV =dimW +dimW'.
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Beweis.Alle Implikationen (i)=(ii) = (iii) =-(i) ergeben sich unmittelbar aus der Dimensions-
formel 3.47. O

Korollar und Definition 3.51. IstV endlichdimensional und W V ein Untervektorraum, so
gibt es einen UntervektorraumMg V mit

WaeW =V
W' hei3t eindirekter SummansgonV zuW.

Beweis.Man nehme eine Bas{svi, ..., Ws) vonW, erganze sie zu einer Basis vim, . . . , W,
Vsi1,...,V) vonV und setze

W' = spar{Vs:1,...,Vn).

0
Beispiel 3.52IstV = R? undW = spar{1,0), so gilt etwa
V =W & sparf0,1),
aber auch
V=Wgspar{l,1).
Ein direkter Summand ist also im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. O

Analog zu3.40definiert man die Summe endlich vieler UntervektorraMe . ., W von
V durch

k
Wi+ -+ W =sparfWp U ---UWK) ={veV |[Tw e Wy, ..., wx € Wy mitv = Zwi}.
i=
Zur Verallgemeinerung der Definition der direkten Summe siehe Literatur.

Aufgaben

Aufgabe 33.Gegeben seien folgende Teilmengen @egektorraums/ = Q*:

Ui = {(x,x+1,x+2,x+4)|xeQ}

U = {(x,2¢,3x,4x)|x € Q}

Us = {(X1,X2,X3,X4) | X1, X2, X3, X4 € Q, X3 = X1+ X2, X4 = X2+ X3}
Us = {(x1,X2,X3,Xa) | X1,%2,%3,X4 € Q, X2 > O}

Us = {(X1,X2,X3,Xa)|X1,X2,X3,X4 € Z}

Welche dieser Mengen sind Untervektorrdume V@Begriunden Sie Ihre Aussage.
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Aufgabe 34. (i) Berechnen Sie die Linearkombinatigm\;v; der Vektorenv; € V fur:

a) K=R,V=R*
Vi = (3,—1,2,0), Vo = (1,3,—1, 6), V3 = (8,0,—2, 6)
AM=—3 =2 A=

b) K=C,V =C3

V1= (1—|—i,l,—i), Vo = (Z,O,i), V3 = (—3—|—i,—i,1)
)\1:1—|—i, )\2:—i, A3=i

1
5

(i) SeiF,=(Z/2Z,+,-) der Kérper mit zwei Elementen und= .
Zeigen Sie, dal3 die Vektoren

v1=(1,0,0,0), v = (1,0,1,0), v3 = (1,1,0,1), v4 = (0,1,0,1)

linear abhangig sind, und untersuchen Sie, welche von ihnen sich als Linearkombination
der restlichen drei Vektoren darstellen lassen.

Aufgabe 35.SeiU ¢ R® der von den Vektoren
vi=(4,1,10,-2), vo=(0,1,4,-1,2), v3 = (4,3,9,—-2,2),

va=(1,1,1,1,1), vs = (0,—2, 8,2, —4)

aufgespannte Untervektorraum. Bestimmen Sie eine Basi®/vand ergdnzen Sie diese zu
einer Basis vorR®.

Aufgabe 36.L6sen Sie Aufgabe 32 mit Hilfe des Eliminationsverfahrens von Gaulf3.



Kapitel 4

Lineare Abbildungen und Matrizen,
lineare Gleichungssysteme

Wir studieren mit der Vektorraumstruktur vertragliche Abbildungen.
Bemerkung und Definition 4.1.Eine Abbildung
¢:V—-W

zwischenK-VektorraumerV undW heildtlinear (genauerK-linear oderHomomorphismus
von K-Vektorraumen), wenn gilt:
) o(vtw)=0(V)+d(w)  VvweV,
(i) d(AV) =Ad(v) VAeEK, veV.
Mit anderen Worten: ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus vow +) nach(W, +) und ¢ ist
vertraglich mit der Skalarmultiplikation. Aquivalent:
(i) ¢AV+pw) =Ad(V) +udp(w) V A peK, yweV.

Die weiteren Begriffe aus 2.30 (Monomorphismus, Epimorphismus, Isomorphismus, isomorph,
Endomorphismus, Automorphismus) sowie die Aussagen aus 2.31, (i), (ii) (Hintereinander-
ausfihrung von linearen Abbildungen, Umkehrabbildungen von Isomorphismen) Gbertragen
sich wortwortlich.
Ebenso hat man die Begriffe
Bildo =¢(V)
(Bild von¢) und
Kerng ={veV |¢$(v) =0}

(Kernvon ¢) wie in 2.3.2. O

Wir notieren einige einfache Folgerungen aus den Definitionen.

Satz 4.2.Sei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorraumen. Dann gilt:

91
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen, lineare Gleichungssysteme

(i)
(ii)
(iii)
(iv)

6(0)
O(3 Av) = 3 ().

i=1

0.

(Vi)iel linear abhangig in V= (¢(Vv;))ie linear abhéngig in W .

Sind V c V bzw. W ¢ W Untervektorraume, so aud(V’) c W und¢—1(W') C V.
Insbesondere sind
Bild ¢ CW und Kerng CV

Untervektorraume.

(V) ¢ surjektiv<—=-Bild ¢ =W.

(vi)
(vii)

¢ injektiv<—=- Kern¢ = {0}.

¢ injektiv, v, ..., vy €V linear unabhéngig— ¢(v1),...,¢(vn) € W linear unabhéan-
gig.

Beweis. (i) Istklar nach 2.32, (i) .

(ii)
(iii)
(iv)

V)
(vi)
(vii)

Folgt durch wiederholte Anwendung von 4.1, (iii).
Ergibt sich aus (i) und (ii).

Wegen 0= V' ist 0= ¢(0) € ¢(V'), alsoistdp (V') # 0.
Sindw,w € ¢(V’), so gibtes/,V € V' mit ¢(v) =wundp (V) =w. Alsoist

W+W = (V) + (V) =d(v+V) € o(V'),
dennv+V e V', Fir alleA € K gilt wegenAv e V':
AW = (v) = (W) € d(V').
Sindv,V € ¢~1(W'), so sindd(v),d (V') € W'. Also ist
DAV = O(v) +§(V) €W
und somitv4Vv € $~(W’). Analog sieht manv € ¢—1(W’) fiir A € K undv € ¢~1(W').
Ist klar per Definition.

Gilt nach 2.32, (iv).

Seienh,...,An € K mit 3 Aid(v) = 0. Dann gilt
i=1
¢(_Z7\iVi) = _ZM)(Vi) =0.

n
Da¢ injektivistfolgt ¥ Ajvi =0, alsoA; =---=An =0, davy,..., vy linear unabhangig.
i=1
O
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Bemerkung und Definition 4.3. (i) SindV,W K-Vektorraume, so sei
Hom(V,W) := Honk (V,W) :={¢ :V — W | ¢ linear} .
Definiert manp +y bzw. A-¢ durch
(O+W)(V) = 0(V) + (V) bzw. (A-W)(v):=X-6(v),

so wird dadurch, wie man sofort nachrechnet, RO¥IW) zu einemK-Vektorraum.
Der Nullvektor ist dieNullabbildung

V-W v—0.

(i) Im SpezialfallV =W schreibt man
EndV) :=Endk (V) := Homk (V,V)
fir den K-Vektorraum aller Endomorphismen vah End (V) zusammen mit der
durch Hintereinanderausfiihrung definierten Multiplikation ist sogar i€iAdgebra.
U
Beispiel 4.4. (i) Die Abbildung
0:RZ-R3 (xy) — (XY, X+y+1)

ist nicht linear, denn
$(0,0) = (0,0,1) # (0,0,0) .

(i) Die Abbildung
O :R*—=R2,  (WXy,2) — (W+2X,3y—2)

ist linear, denn es gilt

d((w,x,y,2) + (W, X,Y,Z)) = (W+W +2(x+X), 3(y+Y) — (z+2))
= q)(WvX?yaZ) +¢(V\/7X/7ylvzl>)

sowie
(A (W, X, Y,2)) = (AW 2AX, 3A\y — A2Z)
=Ap(W,X,Y,2) .
(i) Allgemeiner rechnet man leicht nach: Ist

al1 ... AIn
A= (aj) = : : e M(mxn,K) ,
dmi ... 9mn
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so ist durch
X1 ajxXs +---+  ainXn
da:K"—=K" x=1]|:|— : = A-X
Xn amX1 +---+  AmneXn
eine lineare Abbildung definiert. Dabei schreiben wir die Elemente Kdbzw. K™
als Spaltenvektoren. Setzt man fiden j-ten kanonischen Basisvektor de€8 ein, so
erhalt man als Bild dig-te Spalte vorA. Die Spalten vorA sind also die Bilder der
kanonischen Basisvektoren !
Die Vektoren in Kerp sind gerade die Loésungen des homogenen linearen Gleichungs-

systems
a1X1 +--+ amXn =0

Xt +--+ @ =0,
das wir jetzt auch in der Kurzform
A-x=0

schreiben kénnen.
Wir werden spater sehen, daf3 jede lineare Abbildping(" — K™ von der Formdp fir
einA e M(mx n,K) ist. O]

Ein beliebiges lineares Gleichungssystem wie in der Motivation laf3t sich also in der Kurz-
form
A-x=b, AeM(mxnK), beK™

schreiben. Die Lésungen sind dann gerade die Vektoren in der $§§éb), Insbesondere
gibt es genau dann mindestens eine Losung wenn gilt

be Bild §a .

Beispiel 4.5.Sei

-2 2
A= (_1 1) eM(2x 2,R).

Dann istpa die Abbildung
da: R? — R? (X1> - (_2X1+2X2>

Xo —X1+X2
Es qilt
. 2 1
Bild ¢ = spar (1>), Kern$a = sparg (1)) ;

und fur (22b) € Bild ¢ ist die Faser die Gerade mit der Gleichuag= x; + b, also

045 ) = tnp+n [remy = (§) +span (1)
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Kernda Bild ¢

ba

2b

Die Fasern sind also parallele Geraden, der Kern ist die einzige Faser durch den Nullpunkt. Die
Lésungen VOrA- X = (22b) erhalt man durch Parallelverschieben der Lésungenvon= (g)
durch einen beliebigen Punkt der Faser

o))

Allgemein gilt:
Lemma 4.6.Ist ¢ : V — W linear, we Bild ¢ und ve ¢ —1(w) beliebig, so ist
¢ H(w) =v+Kernp = {v+u|uecKemnd}.
Beweis.”C” stV € ¢—1(w), so gilt

d(V)=0(v) = ¢(V-Vv)=0= u:=V -veKemnod
= V =v+uev+Kemnod

"O” Istumgekehrt/ =v+uc v+Kerng, soistd(V) =¢(v) =w, alsov € ¢~H(w) O

Teilmengen, die durch "Parallelverschiebung” eines Untervektorraums entstehen, erhalten
einen eigenen Namen.

Definition 4.7. Eine TeilmengeX einesK-VektorraumsV heildt einaffiner Unterraum falls
Jv eV und Untervektorraurd C V mit

X=v+U:={v+ulucU}.
Auch die leere Menge wird affiner Unterraum genannt. O
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Lemma 4.8.Sei X=v+U ein affiner Unterraum. Dann gilt:
(i) VeX = X=Vv+U
(i) SindV eV undU CV ein Untervektorraum mit
v+U =V +U’

so folgt
U=U’" und Vv-veU.

Beweis.Ubung. O

Zu einem affinen UnterrauX = v+U ist also der Untervektorraubh eindeutig bestimmt,
wéahrend der "Aufhangepunkt’ beliebig inX gewahlt werden kann.

Definition 4.9.1st X = v+ U ein affiner Unterraum, so heif3t
dimX :=dimU
die Dimensiorvon X O

Wir zeigen nun, wie man Basen wahlen kann, die malRgeschneidert sind fir eine lineare
Abbildung.

Satz 4.10Sei¢ : V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorraumen V und W mit
dimk V < . Dann ist auchdimg (Bild ¢) < e und es gilt: Sind Basen

(V1,...,Vk) vonKern¢ und (wy,...,w;) von Bild ¢
sowie beliebige Vektoren & ¢ ~1(wy),...,ur € o~1(w;) gegeben, so ist
A4:=(ug,...,Ur, V1,...,Vk)
eine Basis von V. Insbesondere gilt @iamensionsformel
dimV = dim(Bild ¢) +dim(Kern¢) .

Beweis.Es gilt
dim(Bild ¢) < dim(Kern¢) < o,

denn sindy; = ¢(x1),...,¥s = §(Xs) € Bild ¢ linear unabhangig, so auef,...,xs € V nach
4.2, (iii). Weiter ist nach 3.27

dim(Kern¢) < dimV < oo .

Wir kbnnen also Basen wie angegeben wéahlen.
A4 ist ein Erzeugendensystem von Beive V. Dann

r
..., i €K mit (v) = le;wi :
i=
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Wir setzen

\/::iilp;ui.

Wegend (v) = ¢(V) folgt v— V' € Kernd, also
k
IA,.. L AEK mit vV =S Ay .
i; 1V

Insgesamt gilt

V= in;ui +é)\ivi .

B ist linear unabhangig Seien

r k
(%) Hay.-os oA, Ak €K mit Ui+ S Ajvi =0.
R 2

Dann folgt durch Anwendung vop

0=§M‘¢(Vi) :._iuiwi,

alsopy = --- = | = 0. Einsetzen in (*) liefert

k
i;)\ivi =0,

also auchh\; =--- =A¢=0. O
Unmittelbar aus der Dimensionsformel ergeben sich zwei Folgerungen:

Korollar 4.11. IstdimkV < o und¢ :V — W K-linear, so gilt fur alle nichtleeren Fasern

dim¢ (W) = dimV — dim(Bild ) .

Korollar 4.12. IstdimkV = dimkV < o und¢ : V — W K-linear, so sind aquivalent:
() ¢ injektiv.
(i) ¢ surjektiv.

(i) ¢ bijektiv.
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Bemerkung 4.13.Wie in 2.33 zeigt man: IS¢ ein K-Vektorraum undJ ein Unterraum, so
ist die kanonische Projektion

mV—-V/U
ein Epimorphismus mit
Kernmt=U .
4.10 ist also eine Verallgemeinerung von 3.45. O

Weiter ergibt sich mit den Basen aus 4.10:
Satz 4.14 (Faktorisierungsssatz)Seienp : V — W linear und
4= (ug,...,Ur,V1,... V)
eine Basis von 'V, so dgRy, ..., V) eine Basis voikern¢ ist. Definieren wir
U= Spar(U]_,. --vUr) )
so gilt:
(i) V=U @Kernd.
(i) Die Einschrankung|U : U — Bild ¢ ist ein Isomorphismus.
(i) Bezeichnet
P:V=U®Kermn¢ -U,v=u+V —u,
die Projektion auf den ersten Summangsa gilt
(I) = ((MU) oP,

d.h., das Diagramm
Vv

SN
—>Bildp cW
U vy 0]
ist kommutativ.

Insbesondere hat jede nichtleere Fager (w) mit U genau einen Schnittpunkt und es gilt

P(v) =~ 2(6(v) NU .

o (d(v))
A A
/"/ v 0 \w
o (V)
P(v
U /(PD

Kern¢
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Beweis.(i) ist klar nach 3.50.
(i) Mit ¢ istauch¢|U linear. Wegen

Bild$|U = Bild ¢
und
Kerng|U = (Kernd) NU = {0}

ist ¢ ein Isomorphismus.
(iii) ist klar nach der Definition vor.
Nun zum Zusatz: Ist

V= ilM'Ui eoH(w)nu,

so folgt
r
W= po(ui) .
2
Nach 4.10 ist abep(uy), ..., d(ur) eine Basis von Bilg. Also sindpy, ..., und damit auch
v eindeutig bestimmit. O

Bemerkung 4.15.Man kann alsa@ zerlegen (odefaktorisierer) in eine "Parallelprojektiorf
P, denlsomorphismug|U und dielnklusionBild ¢ C U. O

Will man eine Abbildungp : X — Y zwischen Mengen definieren, so kann man die Bilder
verschiedener Elemente des Definitionsbereichs vollig unabhangig voneinander wahlen.

Ganz anders ist die Situation fur eine lineare Abbildgng/ — W zwischen Vektorrau-
men. Kennt man einen Wep{v), v+ 0 soistp aufder ganzen Geradénv={A-v|A €K}
festgelegt. Will man fiir einen weiteren Vektdre V den Wert beliebig vorschreiben, so darf
alsoV' nicht auf der GeradeK - v liegen. Durchd(v) und ¢(V) ist dann$ auf der ganzen
EbeneKv+ KV festgelegt usw.

Die Frage, durch wieviele Vorgaben eine lineare Abbildung festgelegt ist, hat eine einfach
Antwort.

Satz 4.16 (Uber die Erzeugung von linearen Abbildungen)segeben seien Vektorrdume V
und W mitdimg V < o sowie Vektoreny...,vy €V und w,...,w, € W. Dann gilt:

(i) vi,...,Vv linear unabhéngig=- es gibt mindestens eine lineare Abbildung

¢o:V—-W mit ¢(vi)=wi, i=1...r.

(i) Istw,...,Vv; sogar eine Basis, so gibt es genau eine solche Abbilgurigir diese gilt:

a) Bild¢ = spartwy,...,w;).
b) ¢ istinjektiv < wy,...,w; sind linear unabhangig.
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Beweis.(ii) Jedesv eV hat eine eindeutige Darstellung
r
V=Y AiVi, A1,...,Ar €K,
X
da(vs,...,V;) eine Basis ist. Weged(v;) = w; und der Linearitat voi ist alsod (v) durch
r
d(v) = A o(vi)
oy

eindeutig bestimmt. Definiert man umgekeprdurch diese Vorschrift, so igt linear.

a) "C” istklar.
r r

D" Istw= S Hw; € span(wy,..., W), so gitw=¢( S wvi) € Bild¢ .
i=1 i=1

b) ‘='. Seienws,...,w; linear abhangig. Dann

3 (Ma,..., k) # (0,...,0) mit iuiwizo.

r
Dannistp( ¥ wvi) =0, also istp nicht injektiv.
i=1
r r
‘«<'. Sei¢(v) =0. Schreiben wiv = ¥ Ajv;, so ist 3 Ajw; = 0. Wegen der linearen
i=1 i=1
Unabhangigkeit vomvy, ..., w; folgt A1 = ... =A; =0, alsov=0.

(i) Wir ergédnzen(vy,...,Vr) zu einer Basis

(V1o Ve, Vi1, -+ -5 Vi)

vonV und wahlenw, 1, ..., W, € W beliebig. Dann definieren wip wie in (ii) bzgl. dieser
Basis. O

Korollar 4.17. Zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W sind genau dann isomorph,
V ZW, wen giltdimk V = dimg W.

Korollar 4.18. Ist V ein Vektorraum mit einer Basi8 = (vi,...,Vn), SO gibt es genau einen
Isomorphismus
®g:K"—=V mit Pg(e)) =vj, j=1...,n,

wobei(ey, ..., en) die kanonische Basis deg'lezeichnet.

Korollar 4.19. Zu jeder linearen Abbildung : K" — K™ gibt es genau eine Matrix AM (mx
n,K), so daR gilt
d=0a dh ¢(x)=Ax

fur alle Spaltenvektoren® K" .
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Beweis.Man schreibeb(e;),...,d(ey) als Spaltenvektoren nebeneinander, dies eAgibt ]

Einen solchen Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen gibt es nicht
nur fir Vektorraume vom TyK".

Satz 4.20Gegeben seien K-Vektorrdume

V mit Basis4 = (vy,...,Vn)
und
W mit Basis B= (ws,...,Wy) .

Dann gibt es zu jeder linearen Abbildugg V — W genau eine Matrix A= (ajj) € M(mx
n,K) mit

m
vJ):_Za”wi, j=1,...,n. (%)
i=
Die durch diese Zuordnung definierte Abbildung
MZ : Hom(V,W) — M(mx n,K), ¢ — A= MZ(9),
ist ein Isomorphismus von K-Vektorraumen.

Beweis.Die a;j in (*) existieren, daB eine Basis ist. Aus demselben Grund sind ajjeein-
deutig bestimmt. Da aucil eine Basis ist, gibt es nach 4.16 genaugimas die durch (*)
festgelegten Werte annimmt. Also M bijektiv.

Mg ist auch linear:  Gehdrt zur linearen Abbildutigdie Matrix B = (bjj), so gilt

(O +W)(vj) = d(vj) +d(vj) = Zalj WI+ZlbIJ Wi
= _Zi(aij +Dij) wi,

und farA € K ist

m

() (V) = A-6(v)) :A__iau w3 () w

O

Bemerkung und Definition 4.21. (i) 4.20 bedeutet: Nach Wahl fester Basen kann man
lineare Abbildungen durch Matrizen (d.h. relativ abstrakte durch konkrete Objekte) er-
setzen. Man nendZ (¢) auch dieMatrix, die ¢ bezuglich den Basefi und B darstellt.

(i) Im SpezialfallV = K" bzw. W = K™ mit den kanonischen Baseff bzw. K’ ist der
kanonische Isomorphismus

My = Hom(K",K™) — M(mx n,K), ¢ < A,

die in Korollar 4.19 und 4.4,(iii) beschriebene Beziehung.
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(ii) Denin 3.17 beschriebenen BasisvektdEérvon M(mx n,K) entsprechen bzg\g' die
durch
By JWi k=1,
0 sonst

definierten Basisvektoreiﬁj von HomV,W).
O

Als Folgerung aus 4.10 erhalt man, daf3 bei Benutzung der dort konstruierten Basen die dar-
stellende Matrix besonders einfach wird.

Korollar 4.22. Seien¢ : V — W linear, n=dimV, m= dimW und r= dimBild¢. Dann 3
Basen4 vonV undB von W mit
E- O
Agy _ [ Er
I\/lB (q)) - (0 O) :

Dabei ist E die in 3.30 eingefihrte r-reihige Einheitsmatrix.

Beweis.Wir wéhlen eine Basigl vonV wie in 4.10 und erganzen die dort gewéhlte Basis von
Bild ¢ zu einer BasisB vonW. Bezliglich dieser Basen Hm§(¢) die angegebene Form[]

Aufgabe 37.Bringen Sie folgende Matrix auf Zeilenstufenform:

4+i -6 1 0 2—i b5+i
-6 12 0 1 -1 3
10+i —-18 1 -1 3—i 5-2
—2+i 6 1 1 1-i 5-i

€ M(4x6,C)

Aufgabe 38.Fur ein Polynomf € F5[X] ist

(f):={g-flgeF[x}
ein Ideal in[F,[x]. Betrachten Sie den Faktorring

R:= Falx|/(f)
far

(@) f=x2+x+1,

(b) f=x2+1.

Beantworten Sie fir (a) und (b) folgende Fragen (mit Begrindung!):
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(i) Welche Charakteristik hd?
(i) Wie viele Elemente enthaR?
(ii) IstRein Korper?

Bestimmen Sie fiir beide Falle die Verknipfungstafeln Rdyegl. + und-.

Aufgabe 39.SeiU c R* der durch die Vektoren

wi = (8,-122,0)
w, = (—18,36,0,3)
W3 = (—2,6,1,1)

aufgespannte Untervektorraum. Bestimmen Sie BasetvondR* /U .

Aufgabe 40.Eine Matrix A € M(n x n,K) heil3tsymmetrisch,falls 'A = A.

(i) Zeigen Sie, dalR die symmetrischen Matrizen einen UntervektorrauniriSinvon
M(n x n,K) bilden. Geben Sie die Dimension und eine Basis von @yK) an.

Ist chafK) # 2, so heiBtA € M(n x n,K) schiefsymmetrisch(oderalternierend), falls
'A = —A. Im folgenden sei stets char(})2.

(i) Zeigen Sie, daf3 die alternierenden Matrizen einen Untervektorraym KltvonM(n x
n,K) bilden. Bestimmen Sie auch fur At K) die Dimension und eine Basis.

(i) FirAeM(nxnK) seiAs:= 3(A+'A) undA, ;= 3(A—'A). Zeigen SieAs ist sym-
metrisch Ay ist alternierend, und es gilt = As+ Aa.

(iv) Zeigen SieM(nx n,K) =Sym(n,K) @ Alt(n,K).

Maple -Aufgabe M2:
(i) Studieren Sie die Hilfe deviaple -Funktionenarray, linalg[rowdim], linalg[coldim].

(i) Schreiben Sie eine ProzedurlMaple , die bei Eingabe einen x n-Matrix diese auf
Zeilenstufenform bringt und ausgibt.

Zwei naheliegende Fragen sind, wie sich die Beziehung zwischen linearen Abbildungen
und Matrizen im Zusammenhang mit der Komposition von Abbildungen verhalt, und wie sich
die Matrix A verandert, wenn man andere Basen einfuhrt. Zunachst zur ersten Frage.
Wir betrachten zunerst den Spezialfall

KrﬂKnth’
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also
BeM(nxrK), AeM(mxn,K),
und
¢B:Kr —)Kn7 y—>By7
sowie

da: K" — K™ x — A-X.

Insbesonderstimmen die Spaltenzahl von A und die Zeilenzahl von B lberein
dao g ist dann die Abbildung

r
b
Y1 b11...byr Y1 él 1Yk X1
W | : = : |=]:
Yr ’ Pn1. .. bnr Yr i Bk Xn
agiX;
ail...air X1 E 17
Wl - -
Ami - - -38mn Xr S amjX;
r
Z aj 2 bjkyk kZ ( Z a1jbji) Yk
— J_
a B r n
Z amj Z bjkyk 2 ( 2 amjbjk) Yk
151
Y1
mr Yr
d.h. es gilt
bacds = dc
mit
= (Cik) Z ajbijk) -

Definition 4.23.Sind

A= (aj) e M(mxn,K), B=(bjx) e M(nxrK),
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so ist dafProduktvon A undB definiert durch

n
A-B:=(ck) e M(mxr,K) mit cg= z ajjbjk
=1

O

Bemerkung 4.24.Damit A- B gebildet werden kann, muf3 also die SpaltenzahlAonit der
Zeilenzahl vorB UbereinstimmenA- B hat so viele Zeilen wié und so viele Spalten wiB.
Fur die Abbildungen

KI’ ﬂ Kn h Km
gilt
dao g =daB -
L]

Auf den Fall der Komposition von linearen Abbildungen zwischen beliebigen Vektorraumen
gehen wir etwas spater ein.

Beispiel 4.25. (i)

1 2 -1 1 é:i 1 -5
o 1 2 -2 1 1|7 0 1
2 -1 0 -3 1 0 -1 -3
(ii) Ist speziellm=r =1 undn beliebig, so gilt
b1
(a1,...,an) | : =abi+...+abh e K=M(1x1K).
bn
(i) Andererseits ist
al albl a]_bn
S (TN Y B ;| €M(nxn,K).
an anb1 ... anbn

(iv) Ist speziellm=n=r, so kann man sowol- B als auchB- A bilden. Im allgemeinen
istA-B#B-A: Esgilt etwa

(00) (6 0)=(00)
(00) (0 0)=(00)

aber
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Rechenregeln 4.26Seien Matrizen A € M(mx n,K), B,B' € M(nxr,K), C € M(r x s,K),
sowieA € K gegeben. Dann gilt:

(i) A-(B-C)=(A-B)-C (Assoziativgesetz)
(i) Em-A=A-En=A (Neutralitat der Einheitsmatrix)

(i) (AA' ﬁ‘fﬁ% - 2: giﬁ;_i (Distributivgesetze)
(iv) A-(A-B)=(AA)-B=A(A-B) (Assoziativgesetz)
(v) Y(A-B) ='B-tA.
Beweis. Aufgaben. OJ

Im Spezialfallguadratischer Matrizerim = n) folgt aus diesen Regeln (vergleiche auch
4.3,(ii)):

Korollar 4.27.  M(n x n,K) ist eine K-Algebra.

Wir betrachten nun diejenigen Matrizéne M(n x n,K), die ein inverses Element bzgl.
der Multiplikation besitzen. Dieses ist nach 2.3,(iii) im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Definition 4.28. A e M(nx n,K) hei3tinvertierbar, wenn 3 A’ M(nx n,K) mit
AAN=A.A=E,.

In diesem Fall schreiben wir auch
Afl — A/

und nennem\~! die zuA inverse Matrix O
Lalt man nur invertierbamex n-Matrizen zur Konkurrenz zu, so erhalt man eine Gruppe:

Satz und Definition 4.29.Die Menge
GL(n,K) :={A€ M(nxn,K) | A invertierbar

mit der Multiplikation von Matrizen als Verknipfung ist eine Gruppe mit neutralem Element
E,. Sie heil3t di@llgemeine lineare Gruppe

Beweis.Zunachst zeigen wir, dal Gh K) bzgl. der Matrizenmultiplikation abgeschlossen
ist.:
SindA, B invertierbar, so auch- B mit inverser Matrix—1- A~1:

(AB)(B~'A™Y) =ABB HA 1 =AEA ! =E,,
B AHAB =B1A'AB =B EB =E,.

Dabei haben wir das Assoziativgesetz benutzt, das sodd(rnx n,K) gilt, und wir haben
benutzt, dal sick,, neutral verhalt. O
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Bemerkung 4.30.Sind die folgenden Gi&#en definiert, so gilt:
(A=A und (ABl=BlAl.

O

Bemerkung 4.31.SeiA € M(n x n,K). Da3A invertierbar ist bedeutet fur die lineare Abbil-
dung
$a:K"— K",

dalRda ein Isomorphismus ist. In der Tat gilt

baodp1=09pn1 =g, =idkn
und

ba-100a=0p1.4= g, =Iidkn,
d.h.¢ -1 ist die Umkehrabbildung zdia. O

Beispiel 4.32 Die Matrix

5 10 2
A=[1 1 1]|em@Bx30Q)
12 12 2

ist invertierbar mit
-1/5 -1 1/4
Al=| 15 7/2 -3/8
0 -3/2 1/8

O

Hat man bereits einen Kandidaten #ir!, so kann man durch Nachrechnen wie eben
Uberpriifen, ob es sich um die inverse Matrix handelt. Wie aber findet man tatsashtiéh
Wir werden spater sehen, dal? das Eliminationsverfahren von Gauss einen Algorithmus liefert,
mit dem man entscheiden kann, ob eine gegebene quadratische Matrix invertierbar ist, und
mit dem man gleichzeitig die inverse Matrix berechnen kann, falls existent. Im nachsten Ka-
pitel werden wir sehen, dal3 eine quadratische Matrix genau dann invertierbar ist, wenn ihre
Determinante ungleich Null ist.

Bemerkung 4.33.FirA € M(n x n,K) sind aquivalent:
(i) Ainvertierbar.
(i) *Ainvertierbar.

(i) Spaltenrand\ = n.

(iv) ZeilenrangA =n.
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Sind diese Bedingungen erflillt, so gilt
(A=A,

O
Beweis.'(i) = (ii)’ sowie der Zusatz folgt aus
t(A—l) 'tA:t(A_A—l) —'E, = E,
und
A A D =YA T A =B =E,.
‘(i) = (i)’ ergibt sich daraus durch Transposition.
(i) < (i) gilt’ wegen
Ainvertierbar < ¢a Isomorphismus
< Spaltenrangh=n ,
denn die Spaltenvektoren vénbilden ja eine Basis von Billa.
‘(i) < (iv)’ ergibt sich analog oder durch Transposition. O

Wir kommen nun auf die Frage zu sprechen, wie sich die M&merandert, wenn man
andere Basen einfuhrt. Dies erlaubt uns dann auch die Frage nach Matrizen und Kompositi-
on von linearen Abbildungen zwischen beliebigen VektorrAumen zu beantworten. AuRerdem
werden wir beweisen, dal3 Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix Gbereinstimmen.

Bemerkung und Definition 4.34.SeiV ein Vektorraum mit einer Basi8 = (vy,...,V,). Dann
gibt es nach 4.18 genau einen Isomorpismus

Dy K"V mit dz(e)=vj, j=1,...,n
wobei(ey,...,€,) die kanonische Basis dé&<' ist. Es gilt dann

n
Dy (X1,...,X) = leivi )
i=

Man nennt®y das durchB bestimmteKoordinatensysterm V und

X=(Xq,...,%) = Pzt (v) € K"

n
die Koordinatenvonx =y XV; . O
i=1

Fur die Anwendungen ist es wichtig, verschiedene Koordinaten ineinander umzurechnen.
Seien also zwei Basefl = (v1,...,Vn) und B = (w,...,W,) vonV gegeben. Dann hat man
ein kommutatives Diagramm von Isomorphismen

Kn
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Da CD;;lo @4 ein Isomorphismus voK" aufK" ist, gibt es eine MatrixT;;' € GL(n,K) mit
O lods = Pra,
d.h. eine invertierbare Matrl‘Kf, diedgo (D;ll bzgl. der kanonischen Basis d€8 darstellt.

Definition 4.35.TQ§4 heil3t dieTransformationsmatridesBasiswechselgon 4 nach3. O

Bemerkung 4.36.T; hat per Definition die folgende Eigenschaft: Ist
V=X1V1+ ...+ XVn =Y1IW1 + ... +YWh €V,

so ist

O

Kennt man alsd';?, so kann man die neuen aus den alten Koordinaten berechnen.
Wie bestimmt marf;! ?

Bemerkung 4.37. (i) Wir betrachten zunachst den Spezialtal= K". Sind A bzw. B die
Matrizen mit den Vektoren aud bzw. B als Spalten, so gilba = ¢ und g = dp,
also sieht obiges kommutative Diagramm wie folgt aus:

Kn

Kn

Somit gilt
¢T{f = (I)Elo oA = ¢Bfl.A )

d.h.T;f ist das Produkt
TS=B1A.

(i) Seinun wiede¥ beliebig. Schreibt man die Vektoren as= (w,...,Wy) als Linear-
kombination der Vektoren aug = (v1,...,Vn),

n
Wj:zlsjvj mit sj €K,
i=

so gilt fur die MatrixS= (sj) :
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(Pg00s)(€)) = Pg(Stj,-..,Sj) = .iSjVi =wj = dgz(eg) .

Da eine lineare Abbildung durch die Bilder einer gegebenen Basis eindeutig bestimmt

ist, folgt
Pgops= Dy,
also
bra =Py 0Pa=0s
und somit

Tg=s"

Beispiel 4.38Im R? seienq = X = (e1,e2) die kanonische Basis und

- () 3)
]

Durch Losen des linearen Gleichungssystems
2 1\ (xx x3\ (1 0
1 3/\x x«/ \0 1
1/3 -1
_1__
5 _5<—1 2)’

1 —
Trj;q:B_l-A:B_lzg (_31 21).

Nun kann man Koordinaten ineinander umrechnen. Betrachtet man etwa den Vektor mit den
Koordinatenx = (j) bzgl. 4 = (e1,&), d.h. den Vektor = —e; — &, so hatv bzgl. B die

Koordinaten 2/5
—Bl.x=(
Y § (—1/5) ’

Dann giltin 4.37,(i):

erhalt man

Also folgt

d.h. es gilt
v=—2/5w; —1/5w, .

Den Zusammenhang zwischen Koordinatensystemen und Matrizen liefert



Lemma 4.39.Seienp :V — W eine lineare Abbildung und = (vy,...,Vn) bzw.B = (wy,. ..

Basen vonV bzw. W. Dann ist das Diagramm

KH%V

¢M§<¢>l lcb

KM e W
kommutativ.
Beweis.Sei X = (e,...,&,) die kanonische Basis d&<' und sei
DF(9) = A= (&) .

Wir missen zeigen:
¢$O¢M§(¢) =¢Pody.

Es genugt, die Bilder der Basisvektoren zu vergleichen. Fur diese gilt

m
P 00pz(p) = Pa(as,. . 8mj) = i;aijWi

=0(vj) = d(Pa(ey)) .

Nun zur Komposition von linearen Abbildungen:

Satz 4.40Gegeben seien VektorraumeWJW der Dimension,m,n mit Basen4, B, C sowie

lineare Abbildungen

utvew.

Dann gilt
MZ (9 o) = ME(9) o MG(W) .

Beweis.Nach Bemerkung 4.24 und 4.21,(ii) ist die Aussage richtig fur Vektorraume vom Typ
K" zusammen mit den kanonischen Basen. Daraus folgt nun die allgemeine Behauptung durch

Betrachten des kommutativen Diagramms (!)

K' P U

R AN

K”*>V

/ \

wobeiA=MZ(¢) undB=MZ(y) .
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Beispiel 4.41 Durch
l]J(X]_, Xz) = (2X1,X1 + X, 0)
und
d(y1,Y2,¥3) = (Yo +VY2, Y1+Y3, Y2+VY3, Y1+Y2+Y3)
sind lineare Abbildungen
R2 Y, g3 %, R4
definiert. Wie wahlen die Basen

ﬂ[:(ul,uz):((é),(i)) von R?,

B =K = (e, e, €3) von R3,
1 1 1 1
0 1 1 1
C= (W15W27W37W4) - ol lol’l1]’11 von R4 .
0 0 0 1
Da B die kanonische Basis d& ist, sind die Spalten der Matrix
B:= Mz (V)

die Bilder der Basisvektorem , u,. Wegen

ou) =o((3)) - @ und o) =4 7)) - @

gilt also

Wir berechnen

A:=MZ(W)
Es ist

1
1

dle)=|[ 4| =0wrtl-wy—1-wg+1-wg,
1
1
0

O(e2)=| ;| =1-wi—1-wo+0-wz+1-wy,
1
0
1

b(e3) = 1 =1-w+0-wo—0-w3+1-wg,
1
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also
0 1 -1
1 -1 O
A= -1 0 O
1 1 1
Analog erhalt man
1 2
1 0
: a
C:=Mg(dpoy) = > ol
3 4
denn es gilt
3
2
Gow)u)= | 2| =1 wit1we—2ws 3w,
3
4
2
(PoW)(uz) = 2 =1-w+0-wWo—2-W3+4-Wy.
4

Tatsachlich gilt also
A-B=C.

O

Nun kommen wur zur Antwort auf die Frage, wie sich die darstellende Matrix bei Einfiih-

rung neuer Basen andert.

Satz 4.42 (Transformationsformel).Ist : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorraumen, und sind Bagerd’ von V bzw:3, B’ von W gegeben, so ist

das Diagramm

¢
KD M (0) K
\% y
bra V—=W brs
Dy Q/
n m
“ ) :

kommutativ. Insbesondere qilt fir die beteiligten Matrizen
Mz (9) = T - M3 (9) - (Tz)
Anders ausgedrtickt: Sind

A=MZ(9) und B=MZ(})
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die beiden Matrizen di¢ bzgl. der Baserd, B bzw.4’, B’ darstellen, und sind
T=T7, S=T3
die entsprechenden Transformationsmatrizen zwischen den Basen, so gilt
B=S-AT1.
Beweis.4.39 und 4.40 . OJ
Nun kdnnen wir Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix vergleichen.
Satz 4.43 Fur jede Matrix Ac M(mx n,K) gilt
Zeilenrang A= Spaltenrang A
Beweis.Wir betrachten die lineare Abbildung
da:K"—= K™ x—A-X,

und wahlen Baserl von K" und B von K™ wie in 4.22, d.h. mit

B=mien = (5 o)

FurB gilt
ZeilenrangB = r = Spaltenrands .

OJ

Um zu zeigen, dal3 sich diese Gleichheit Auifbertragt, wahlen wir gemaf3 4.41 invertierbare
MatrizenSund T mit
B=S-A-T!

Die Behauptung ergibt sich dann aus dem folgenden Lemma.
Lemma 4.44.Fir Ac M(mx n,K), Se GL(m,K) und T € GL(n,K) gilt
() Spaltenrang SAT! = Spaltenrang A .

(i) Zeilenrang SAT! = Zeilenrang A .

Beweis.Zu den gegebenen Matrizen gehdrt ein kommutatives Diagramm linearer Abbildun-

gen
da

KN ——KmM

¢T1T l¢s

n - km
K ¢SAT—1K
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Nach 4.31 sings und$+-1 Isomorphismen, es folgt

Spaltenrangh = dim Bild 5 = dim Bildpsopao -1
= Spaltenran®gar1 ,

d.h. es gilt (i). (ii) ergibt sich aus (i) durch Transposition, denn
ZeilenrangA = SpaltenrandA

und
(S ATH=4ThH'Als.

O

Wie man die MatrizerSund T im Beweis von 4.43 aué berechnen kann, werden wir
etwas spater sehen.

Bemerkung und Definition 4.45. (i) IstA € M(mx n,K), so heif3t
rangA := ZeilenrangA = Spaltenrangh
derRangvonA.
(i) Istg :V — W eine lineare Abbildung zwischdft-VektorraumerV undW, so heif3t
rang¢ :=dim Bild ¢
derRangvon ¢.
(i) Sind 4 bzw. B Basen der endlichdimensional&rVektorraume/ bzw.W, so gilt
rangM7(¢) = rang .
In der Tat, betrachte das kommutative Diagramm

Kn%v

¢M§<¢)l lcb
Km TB>W

0

Bemerkung und Definition 4.46.A,B € M(m x n,K) hei3enaquivalent in ZeichenA ~ B,
wenn3d Se GL(m,K), T € GL(n,K) mit

B=S-A-T 1.

Man rechnet sofort nach, daB es sich hierbei tatsachlich um eine Aquivalenzrelation handelt.
Nach 4.41 sind zwei Matrizen genau dann aquivalent, wenn sie bzgl. geeigneter Paare vo

Basen die gleiche lineare Abbildung beschreiben. O
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Satz 4.47 Zwei Matrizen AB € M(mx n,K) sind genau dann &quivalent, wenn gilt

rang A=rang B.

Insbesondere ist jede rin-Matrix vom Rang r &quivalent zu

(5 9)-

Beweis.Dal3 dquivalente Matrizen den gleichen Rang haben folgt aus 4.4dvish Rang,
so sieht man durch entsprechende Wahl der BaseiK{lamdK™, daf gilt

Er O
a~(50)-

Also ist A auch aquivalent zu jeder anderen Maixom Rang, da~ transitiv. O

Die Matrizen (%r (())) reprasentieren also die Aquivalenzklassen bzg).sie heiRen

auchNormalformenEs gibt genau & min(m,n) verschiedene Aquivalenzklassen v n-
Matrizen.

Wir betrachten noch einen wichtigen Spezialfall:

Bemerkung und Definition 4.48.Wir betrachten den Falf =W, d.h. den Fall eines Endo-
morphismusp € EndV).

() SindA4,B zwei Basen voi, so folgt aus der Transformationsformel 4.42:
MZ(0) =Tz -M7(0) - (Tz) .

Anders ausgedruckt:
B=SAS?!,

wennA=M7(¢), B=M2Z(¢) undS=T;' .

(i) Zwei quadratische MatrizeA, B € M(n x n,K) heil3endhnlich wenn3 Se GL(n,K)

mit
B=S-A-S?t,

d.h. wenn sie bzgl. geeigneter Basen den gleichen Endomorphismus beschreiben. Auch

hier handelt es sich wieder um eine Aquivalenzrelation.
O

Mit Normalformen fir Klassen dhnlicher Matrizen werden wir uns im 2. Semester be-

schaftigen.

Aufgabe 41.Sei
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ORr O
e

1

OO

1

[N ool
OFr OO

Bestimmen Sie Basen von Kegn, und Bild ¢ .

€ M(4 x 5,R).

Aufgabe 42.Seid € Endk (V) mit ¢ od = ¢. Zeigen Sie, dal’ es Untervektorraubhg von

V gibt mit:
() V=UasW
(i) ¢(W)=0

(i) d(uy=uYueU

Aufgabe 43.Seienv undW endlichdimensionale Vektorrdume mifit=V; Vo, W =W, &W»
sowie¢ : V — W linear mitd (Vi) C W fur i = 1,2. Zeigen Sie, dal3 es BasdnvonV und ‘B

miw) = (5 g )

vonW gibt mit

wobeiA € M(dimW; x dimVy,K), B € M(dimWs x dimV,K).

Aufgabe 44.

(i) Gegeben sei die Menge von Matrizen

1
M= 0
1

Ist.

(i) Gegeben sei

1 2 10 1 O é 1 4
3 5], 01 o-1)| gf(-12208)(05
8 -7 10 -1 0 - 6 8

Berechnen Sie fiur alle Paaf&,B) € M x M das Produki\- B, falls dieses definiert

:

-2 3 2 3
-3 5 0 1
-1 2 -2 -2

) |
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Bestimmen Sie Basefl von R4 und B von R3 mit

1 00O
M) = 0 1 0 0
0 00O

Maple -Aufgabe M3. Sie haben fir Aufgabe M2 eine weitere Woche Zeit!

Wir wollen nun das Gauss’sche Eliminationsverfahren benutzen, um die Inverse einer in-
vertierbaren Matrix zu berechnen, und um die Transformationsmatrizen zu bestimmen, die
eine gegebene Matrix auf Normalform bringen. Zur theoretischen Begrindung ist es dabei
hilfreich, Matrizenumformungen zu interpretieren als Multiplikation mit speziellen invertier-
baren Matrizen, deftlementarmatrizenGenauer bewirkt die Multiplikation von links mit
Elementarmatrizen elementare Zeilenumformungen, die Multiplikation von rechts elementare
Spaltenumformungen.

Definition 4.49.Sindme N, 1 <i,j <m, undA € K*, so nennt man die folgenden quadrati-
schen Matrizen ausl(m x m,K) Elementarmatrizen

j-te Spalte
!
1 |
|
1|
sAN= [- = = A = = —|—itezeie
| 1
|
| 1
j-te Spalte
l
Im folgenden sei # j.
1 |
|
- — 1 - — 1 — — |« itezeile
Q= :
1
|
| 1
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j-te Spalte
!
1 |
|
— — 1 — — A — — | itezeie
)= L
1
|
| 1
1 | |
| |
1| |
- - - 0 - = -1 - - - «— i-te Zeile
| 1 |
Rl= | |
| 1|
- - -1 - - -0 = - - <« j-te Zeile
| |1
| |
| | 1

Auler den eingetragenen oder durch Punkte angedeuteten sind dabei alle Koeffizienten gleich
Null. OJ

Bemerkung 4.50.SeienA € M(mx n,) undA € K* gegeben.

(i) Durch elementare Zeilenumformungen wie in 3.35 erhélt marfaiis folgenden Ma-
trizen:

A durch Multiplikation deri-ten Zeile mitA,

Ay durch Addition derj-ten Zeile zuii-ten Zeile,

A durch Addition deiA-fachenj-ten Zeile zuii-ten Zeile,
Ay durch Vertauschen déiten Zeile und dejj-ten Zeile.

Offensichtlich gilt
A =S)-A
A =Q/(A)-A

Av =P A.
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(i) Fur die analogen elementaren Spaltenumformungervengibt sich

A =A-S(N),
A'=A-Qj,
A =A-Qj(),
AV = AP

O

Bemerkung 4.51. (i) Entsprechend 3.36 sind die Elementarmatri@rl(])\) und Pij Pro-
dukte von Elementarmatrizen vom T&(\) undQ/:

QN =5(;)-Q -5

und

P = Q| Ql(-1) Q- Si(-1).

(i) Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind wieder Elementarmatri-

zen.

(SA) =5,
Q@) 1=q/(-1),
QM) t=Ql(-n),
(PH=1=P.

Dies uberpruft man durch Ausmultiplizieren.
O

Satz 4.52Jede invertierbare Matrix & M(n x n,K) ist endliches Produkt von Elementarma-
trizen, d.h. die Grupp&L(n,K) wird von den Elementarmatrizen erzeugt

Beweis.Nach 4.33 gilt Zeilenrang = n. FUhrt man als@ mit Hilfe des Gauss’schen Verfah-
rens in 3.38 in eine Matri8 mit Zeilenstufenform tber, so muReineobere Dreiecksmatrix
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen sein, Bt von der Form

b11 - Dbin
B= :
0 Bnn
mit
bllbnn#o

Nach 4.50 gibt es ElementarmatrizBq .. ., B, mit

B=B-...-B1-A.
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Man kann nunB durch weitere Zeilenumformungen zur Einheitsmatéix machen: Zu-
nachst beseitige mamy, ..., bn_1n mit Hilfe der letzten Zeile, danbyn_1,...,bh—2n-1 mit

Hilfe der vorletzten Zeile usw. Schliel3lich normiere man die Koeffizienten in der Diagonale
auf 1. Es gibt also weitere Elementarmatri&ni, ... Bs, so dal’ gilt

Bs-...-B1-A=Bs-...-Br11-B=E,.
Mit 4.51, (ii) folgt, daR
A=t ... Bt
ein Produkt von Elementarmatrizen ist. O
Aus dem Beweis ergibt sich auch
A1=Bs-....Bi=Bs-...-By-En,
und somit ein einfaches Rechenverfahren zur Bestimmung der inversen Matrix.

Algorithmus 4.53 (Berechnung der inversen Matrix).Ist A€ M(n x n,K) gegeben, so schrei-
be man die Matrizen A und Enebeneinander. Alle Umformungen, die im folgenden an A
vorgenommen werden, fihre man gleichzeitig gulich.
Zunachst bringt man A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform. Dabei
stellt sich heraus, ob gilt
Zeilenrang A=n,

d.h. ob A invertierbar ist. Gilt Zeilenrang A n, so kann man aufhéren, A ist nicht inver-
tierbar, und die Umformungen mit,Bvaren dann umsonst. Andernfalls fihrt man weitere
Zeilenumformungen durch, bis aus A die Matrixgeworden ist:

A En
B1-A B1-En

Ist links B, entstanden, so steht rechts’A

Beispiel 4.54SeiK = R.
(i)

1 0 1[1 0 O

= |0 -1 0/0 10
1 1 1 1,0 01
QS(_l)lolloo
0 -1 0/ 0 10

s 0 1 0/-101
S 170 11 0 0
0 -1 0/ 0 10

0 0 0/-1 11
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A ist nicht invertierbar wegen

ZeilenrangA=2.

(i)
0 1 4] 1 0 O
A=[1 2 -1] 0 1 0O
pt/1 1 2 0 0 1
21 2 -1l 0 1 0©
0O 1 -4, 1 0 O
1, 1 1 2 0 0 1
Q3(1)1 2 1] 0 1 0
0O 1 -4/ 1 0 O
Q20—1 3] 0 -1 1
31 2 -1 0 1 0©
0O 1 -4/ 1 0 O
O 0 -1/ 1 -1 1
S‘3(_1)1 2 1] 0 1 0
0O 1 -4/ 1 0 0
2 2|0 0 1]-1 1 -1
Ql(z)l 0 7/-2 1 o
0O 1 -4, 1 0 0O
3 |0 0 1/-1 1 -1
Q1(7)1 0 0] 5 -6 7
0O 1 -4/ 1 0 0
3 O 0 1/-1 1 -1
QZ(4)1 0 0 5 -6 7
0 1 0/-3 4 —-4|=A1
O 0 1/-1 1 -1

Man berechne zur Kontrolla- A—11
]

Ist A€ M(mx n,K), so gibt es nach 2.47 Transformationsmatrifn GL(m,K) und T €
GL(n,K) mit
1 (E O
SAT 1= (0 o)

wobeir = rangA. Wir leiten nun ein Rechenverfahren zur Bestimmung 8amd T ab.

Algorithmus 4.55 (Berechnung von Transformationsmatrizen) Sei Ac M(mx n,K). Wir
betrachten folgendes Schema:
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Em A
B1-Em Bi-A
‘Bk-...-Bl-Em Bk-...-B1-A En
Bc-...-B1-A-C En-C1

[Bx-....Bi-ACi-... G |En-C1-....Cl |

Zunéchst wird A durch elementare Zeilenumformungen, die man gleichzeitig dréh-
fuhrt, auf Zeilenstufenform gebracht. Die Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation
von links mit m-reihigen Elementarmatrizen, B ., Bx. Da die Matrix

Bk-...-B1-A

Zeilenstufenform hat, kann man sie durch elementare Spaltenumformungen, die man gleich-
zeitig an E durchfuhrt, auf die Form
Er O
o)

mit r = rang A bringen. Dies entspricht der Multiplikation von rechts mit n-reihigen Elemen-
tarmatrizen G,...,C;. Wegen

E O
Bc-....B1-A-Cy-...-.C = <O' 0)

sind durch

S=By-...-B1=B-...-B1-En
und

T 1=C.....CG=E,-Ci-...-C

die gewiinschten Transformationsmatrizen gefunden.

1 2

Beispiel 4.56 FurK =R undA = (2 5

(1)) ergibt sich:
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1 0[/[1 2 0
0 1|12 2 1|=A
1 0/1 2 0 10 0
S=|-2 1|0 -2 1| 01 O
00 1
1 0 2/ 10 O
0 1 -2, 00 1
01 0
1 0 0] 10 —2
0 1 -2, 00 1
01 0
1 0 0] 10 -2
SAT1= |0 1 0o 00 1|=T11
01 2

Ist

_(E- O
- (5 o)
so erhalt man auch Basehund B von K" undK™, bzgl. derer die Abbildung
da: K" = K™ x— A-x

durchD beschrieben wird. Dazu betrachten wir das Diagramm

0l5)

Kn > Km

¢TT T¢s

K" ba K™ ’

das wegen
D=SAT!

kommutativ ist.2 bzw. B sind die Bilder der kanonischen Basg&nbzw. X’ von K" bzw. K™
unter den Isomorphismefi -1 und ¢g-1. Also erhalt man4 und B als Spaltenvektoren von
T-1undS 1. Dazu muRR ma®snoch invertieren.

. (10
=2 1),

Beispiel 4.571n 4.56 ist

also sind
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die gesuchten Basen. Zur Kontrolle prift man noch:
1 0 -2
A-10] = (;) A0 = (2) Al 1| = (8) :
0 1 2

Nun wollen wir das Lésen von linearen Gleichungssystemem systematisch behandeln.

O

Satz und Definition 4.58.Sei

by
Ax=Db, A= (aj) e M(mxnK), b=| : | (»)
bm

ein lineares Gleichungssystem. Dann heif3t
Ax=0 (xx)

das zu (*) gehoriglhhomogene Systentst b# 0, so nennt man das System ifihomogen
Istr:=rang A und setzt man

L6S(A,b) := {x e K"| Ax=b} c K"
so gilt:
(i) L65(A,0) c K"ist ein Untervektorraum der DimensiorHT.

(i) L6s(A,b) C K" ist entweder leer oder ein affiner Raum der Dimensienrn
Ist ve LOS(A, b) beliebig, so gilt

Los(A,b) = v+ L6S(A, 0).

Wir sprechen auch von derdsungsraumehos(A, b) bzw. L6$A, 0).
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Beweis.Ist
da: K" — K™ x— AX
so gilt
LoS(A,b) = 9 2(b).
Die Behauptung ergibt sich aus 4.10, 4.11 und 4.45. O

Man erhélt also alle L6sungen des inhomogenen Systems (*), in dem man zu einer spezi-
ellen Losung von (*) alle L6sungen des homogenen Systems (**) addiert.

Definition 4.59.Das lineare Gleichungssystem
Ax=Db
heil3t
(i) l6sbar, wenn es mindestens eine Losung gibt,
(i) eindeutig I6sbar, wenn es genau eine Losung gibt.

Jedes homogene System ist I6sbar, denn es gibt ja mindesteanisidie Losung x= 0. Im
allgemeinen Fall erhalt man ein Kriterium fur die Losbarkeit bzw. eindeutige Lésbarkeit durch
Betrachten der MatrixA, b), die ausA durch Hinzunahme des Spaltenvektbmntsteht. [

Satz 4.60.Fur das lineare Gleichungssystem
Ax=b, A= (gj) e M(mx n,K), be K™ (%)
gilt:
(i) (*) l6sbar < rangA =rangA,b)
(i) (*) eindeutig losbar< rangA=rangA,b) =n
Beweis.Wir schreiber’ = (A, b) und betrachten die linearen Abbildungen

da: K" — K™ x— Ax

und
da i KM K™ X — AX
mit
X1 X1
x=| 1], X=
Xn
*n Xn+1

Dann gilt fir die kanonischen Baséey, ..., e,) desK" bzw. (€},...,€,, € ,,) deskn+1:
da(er) = dn(€)), ..., dalen) = da(€) unddua (€, 1) =b.
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Insbesondere ist stets Bifgh C Bild ¢ und somit

rangA <rangA'.

(i) folgt aus
rangA=rangA’ < Bild po =Bild oo < b e Bild dpa < (*) losbar

Ist (*) I6sbar oder &quivalent rang = rang A, b), so ist (*) eindeutig lI6sbat das zuge-
hdrige homogene System hat nur die triviale Losurg0 < ¢4 ist ein Monomorphismus
< rang A= dim Bild ¢ = n; dies ergibt (ii). O

Bemerkung 4.61.Dal3 bei vorgegebeneme M(m x n,K) fiir jedesb € K™ mindestens eine
L6sung von
Ax=Db

existiert bedeutet, dafds surjektiv ist, d.h. dafang A= mist. O

Bemerkung 4.62.Ist

(A.b) = "L

bri1
bm
mit A in Zeilenstufenform, so gilt
rangA=rangAb) < bi1=---=by=0.

O

Zum Ldsen eines linearen Gleichungssystéims= b kann man nun in zwei Schritten
vorgehen: Im 1. Schritt bringe makdurch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstu-
fenform, wobei marb entsprechend mit umformt. Dabei verandert sich der Losungsraum
nicht:

Lemma 4.63.Ist Se GL(m,K), so gilt
A
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Beweis.
x € Los(A,b) & Ax=b < SAx=Sb < x e LOS(SASD).

0
Satz 4.64 Geht(A,b) aus(A, b) durch elementare Zeilenumformungen hervor, so gilt
LoS(A,b) = Lo(A, b).

Beweis.Jede elementare Zeilenumformung entspricht der Multiplikation von links mit einer
Elementarmatrix nach 4.50. Die Elementarmatrizen sind invertierbar nach 4.51(ii). O

Im 2. Schritt kann man nun von einem Gleichungssysters- b ausgehen, in derfA, b)
bereits in Zeilenstufenform ist.

Algorithmus 4.65. Sei

(Ab) = "L

bl’—|—l

bm
mit A in Zeilenstufenform. Gibt es einri+1 <i < m, mit b # 0, so ist Ax= b nicht I6sbar.

Andernfalls sei fir jedes iL <i <r, j;j der Spaltenindex des Pivot-Elements in der i-ten Zeile.
Das zu l6sende lineare Gleichungssystem sieht dann wie folgt aus:

#0
Xjpalj, + oo + Xpazn = bp
Xj, &j, + ... + Xpam = Dby
~—~
£0

Wir schreiben J= {j1,..., jr} und nennen jede Variablg xj € {1,...,n}\ J, freie Variable

und jede Variable x j € J, gebundene Variable

Fur jede der n-r freien Variablen x kann man ein beliebiges Element aus K einsetzen. Man
erhalt dann einen Losungsvektor, in dem man fur jede der gebundenen Variablen xach
den folgenden Rekursionsformeln berechneten Wert einsetzt:

1
Xj = — (b — Z ajxj), k=r,..., 1.
Ik >k
Durchlauft man beim Einsetzen fiir die—r freien Variablen den ganzen VektorrauntK,
so durchlaufen die Losungen den ganger- r)-dimensionalen affinen Lésungsraum des Sy-
stems.
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Beispiel 4.66 Wir |6sen das lineare Gleichungssystem
3X1+4X2+5x3 =9

6X1+ X2 +8x3 =9
6X1 +6X2+6X3=0

Uberfiihrung in Zeilenstufenform liefert

3 4 519 3 4 5 9 3 4 5 9
6 7 8|9 |— o -1 -2 -9 | - o -1 -2| -9 ,
6 6 6|0 0O -2 -4 -18 0 0 0 0

d.h. das lineare Gleichungssystem
3X1+4x2+5x3 =9

—Xp—2X3=—9.

x3 ist also freie Variable und kann beliebig gewahlt werden. Die allgemeine Losung ergibt sich
rekursiv
X2 = 9— 2X3

1 1
= §(9—4X2—5X3) = §(9—36+8X3—5X3) =—-9+x3
mit beliebigemxs. Diese Loésungen kénnen wir auch in der Form

X = (X1,X2,X3) = (—9,9,0) +A(1,—-2,1),A €K
—— N——

spez. Losung Lésung des
hom. System

schreiben.

Wir wollen nun noch einen Schritt weitergehen und eine systematische Methode angeben,
wie man eine Basis des Losungsraums(léo@) sowie eine spezielle Losung vakx = b
bekommt. Dazu muR man die erweiterte Matx b) durch elementare Zeilenumformungen

auf ZeilenstufennormalforrA, b) bringen. Nach 4.24 gilt wieder

Los(A,b) = Los(A,b) bzw. LA, 0) = Los(A,0).
O

Definition 4.67.SeiB = (bjj) eine Matrix in Zeilenstufenform und seign, ..., j; die Spal-
tenindizes der Pivot-Elemente. Dann hé#3h Zeilenstufennormalform, wenn gilt:
(i) Alle Pivot-Elemente sind 1,d.h. es gilt

bijj=11=1,...,r
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(i) Oberhalb der Pivot-Elemente stehen nur Nullen, d.h. es gilt

bkji =0,i=1,....r, k:l,...,ji—l.
0J

Bemerkung 4.68.Nach 3.38 kann jede Matrix durch elementare Zeilenumformungen in Zei-
lenstufenform Ubergefihrt werden. Es ist aber auch klar, daf3 man jede Matrix in Zeilenstu-
fenform durch elementare Zeilenumformungen in eine solche Zeilenstufennormalform tber-
fuhren kann. Tatsachlich kann man sogar zeigen: Zu jeder Mafikt es genau eine Matrix

in Zeilenstufennormalform, in die sichA durch elementare Zeilenumformungen tberfiihren

|aft. O
Beispiel 4.69.
3 4 5 9 1 4/3 5/3 3 1 0 -1 -9
0O -1 -2 -9|—-10 1 2 91—-(01 2 9
0O 0 0 O 0O 0 0 O 00 0O O
O

Satz 4.70Seien(A,b) = (aj, b)) € M(mx (n+1),K) eine Matrix mit A in Zeilenstufennor-
malform, r=rang A, j der Spaltenindex des Pivotelements in der i-ten Ze#el]j...,r und
J={j1,...,]Jr}. Dann gilt fir das lineare Gleichungssystem

(x) Ax=Db
und das zugeho6rige homogene System
(x%) AX=0 :
(i) (%) hat keine Lésung= b; #0fureinie {r+1,... ,m}.

(i) Isth =0flri=r+1,...,m,soistv= t(vy,...,v,) € K" definiert durch

{bi fallsv = jj
V\) =
0 sonst

eine spezielle Losung von (*).
(i) V ke {1,....n}\J seid = (U ...,uk) € K" definiert durch

ax fallsv = jj
k=< -1 fallsv=k
0 sonst.
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Dann ist
B:=(u|ke{1,...,n}\J)

eine Basis von Lg#\, 0).
Insgesamt gilt
Los(A,b) = v+sparfuf | ke {1,...,n}\ J).
Beweis. (i) ist wieder klar nach 4.60,(i)
(i) Vie{1,...,r} qilt
n

> a,w=ajbi=h.

v=1
Also istv eine spezielle Lésung von (*).

(i) vke{l,....,n}\J,Vie{l,...,r}qgilt

n
> a,W =~ + a8, = 0.

v=1
Also sind alleu® Lésungen vorAx = 0. Die uX sind auch linear unabhéngig. Ist

MUE=0, A €K,
ke{1,....,n}\J

sogiltVl e {1,...,n}\J:

0= 35 AkUS = Ap,
ke{1,,n}\J

also sind alle\y = 0. Wegen rand =r gibt es genan—r linear unabhangige Lésungen
von (**) nach 4.58(i). Also bilden die eine Basis von LE#, 0).
0

Algorithmus 4.71. Seien(A,b),r und 3= {j1,..., jr} wie in 4.70. Ist b# O fur einie {r +
1,...,m}, so hat Ax= b keine Losung. Andernfalls fihre man in der Matx b) Nullzeilen
ein, so daf3 die Pivot-Elemente in der neuen Matrix in der Diagonalen stehen, d.h. das Pivot-
Element der i-ten Zeile steht an der Stéljg ji).

Durch weiteres Anhangen bzw. Streichen von Nullzeilen erhalt man eingnr-1)-
Matrix. Dann ersetze man alle Nullen an den Stelllerk), k € {1,...,n}\ J durch eine-1.
Sei C= (c!,...,c"1) die so entstandene Matrix. Dann ist'd eine spezielle Lésung von
Ax=b und die Vektoren'c k € {1,...,n}\ J, bilden eine Basis von LE&, 0). Insgesamt gilt:

Los(Ab) = ¢ 4 sparicd [ ke {1,...,n}\J) .
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Beispiel 4.72. (i) Noch einmal 4.66 bzw. 4.69.

10 -1 -9
Ab=[01 2 9
00 0 O

istin Zeilenstufennormalform. Die Pivot-Elemente stehen bereits in der Diagonalen und
(A, b) ist eine 3x 4-Matrix. Wir mussen also lediglich die Null an der Stgl83) durch

eine—1 ersetzen:
10 -1 -9
(AAb)— |0 1 2 9.
00 -1 0

-9 -1
Los(A,b)=1 9 | +span| 2
0 -1

Es folgt

(if)
120 -10 2
001 5 0-2
(A’b):oooo17
000 O 0 O

ist bereits in Zeilenstufennormalform. Unser Verfahren ergibt

120-10 2 1 2 0-10 2
000 O O O
0O -10 0 0 O
001 5 0-2
(A,b) = -0 0 1 5 0 -2
000 O O O
0O 0 0-10 O
0000 17 O 0 0 0 1 7
000 O O O
Es folgt
2 2 -1
0 -1 0
Los(A,b)=| -2 | +sparf| O |,] 5 |).
0 0 -1
7 0 0
(iii)

100301 10 0 3 12
(Ab)—10031—>01215—>012 1 5
o \01 215 000O00O 00 -1 0 O

0 00O00QO 00 0 -1 0
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Es folgt

1 0 3

" 5 2 1

LOs(A,b) = 0 + spart 11l o ).
0 0 -1

O
Aufgabe 45.
() Sei

2 4 2
A=| 2 12 7 | eM(Bx3R).
1 10 6

Fir welche € R ist das lineare Gleichungssystem

12t
Ax=Db b= 12+7
7t+8

l6sbar? Geben Sie gegebenenfalls alle Lésungen an.

(i) Seien
2 510 8 8 -1
113 7 4 3 |l -2 4
A= 12 34 5 eEM(4x5R), b= 1 e R".
01 40 -2 -3

Bestimmen Sie alle Losungen vénx = b.

Aufgabe 46.

() Sind die folgenden Matrizen invertierbar? Wenn ja, dann geben Sie die inverse Matrix

an.
120 120
111|eMBx3R), |1 1 1]|eM(B3x3,2/37).
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(i) Zeigen Sie:

A= ( 2 3 ) € M(2 x 2,K) istinvertierbar< detA) # 0.

Berechnen Sie in diesem Fall die Inverse y¥on

Aufgabe 47.Im R® seien die Basen

4=((1,-1,2),(2,3,7),(2,3,6)) und B = ((1,2,2),(—1,3,3),(—2,7,6))
gegeben.

(i) Berechnen Sie die Transformationsmatfg.

(i) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors

v=2-(1,-1,2)+9-(2,3,7)—8-(2,3,6)

bezlglich der Basi®.

Aufgabe 48:

Sei
7 5 4 2

A= 5 —-14 -7 —12 | eM(B3x4R).
3 8 5 4

Fuhren SieA in NormalformD tiber und bestimmen Sie Basghbzw. B von R* bzw. R3,
bzgl. deremp durchD beschrieben wird.

Maple -Aufgabe M4.

(i) Schreiben Sie eine ProzedurMuaple , die als Eingabe eine x n-Matrix A und einen
Vektor b mit m Komponenten erhélt und die Lésungsmenge des linearen Gleichungssy-
stemsA- x = b berechnet.

(i) Schreiben Sie eine ProzedurMuaple , die bei Eingabe einar x n-Matrix A prift, ob
diese invertierbar ist, und gegebenenfalls di&Zoverse Matrix ausgibt.



Kapitel 5

Determinanten

Bereits in der Motivation zu Beginn der Vorlesung haben wir die Determinante eiré-2
Matrix eingefiihrt. Nun wollen wir erklaren, was die Determinante einer beliebigem-
Matrix ist. Dazu gibt es mehrere Moglichkeiten. Zwei davon sind:

— Wir geben eine Formel fir die Determinante an, die von den Eintragen der Matrix ab-
hangt, also etwa
ab
det< ) =ad—bc.
cd

— Wir charakterisieren die Determinante als Abbildung
det:M(nxn,K)— K, A— detA,

durch ihre grundlegenden Eigenschaften. Dann mufd man zeigen, dal} es tatsachlich eine
Abbildung mit diesen Eigenschaften gibt, und daf3 sie durch die Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist. Und man mul3 angeben, wie man Determinanten ausrechnet.

Wir gehen hier nach der 2. Méglichkeit vor. Ist daBet M(n x n,K), so bezeichnen wir
stets mitay, ..., a, die Zeilenvektoren voi und schreiben

al
A: :
an
Definition 5.1. SeienK ein Koérper unch € N, n > 0. Dann heif3t eine Abbildung
det:M(nxn,K) — K, A— detA,
Determinantefalls gilt:

D1) detistlinear in jeder Zeiled.h.Vi € {1,...,n} qilt:
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a) Istaj =& +a’, soist
det| & | =det| & | +det| &

b) IstA € K, so ist

det| Agj | =A-det| g

An den mit Punkten bezeichneten Stellen stehen dabei jeweils unverandert die Zeilen-
vektorenay,...,&_1,8+1,---,8n -

D2) detistalternierend d.h. hatA zwei gleiche Zeilen, so ist

detA=0.

D3) detistnormiert d.h.

Ist
A= (aj) €M(nxn,K),

so schreiben wir auch

a1 ... AdIn a1 ... AdIn
: = det :
anl --- ann anl --- ann

O

Bevor wir uns mit der Existenz und Eindeutigkeit der Determinante befassen, leiten wir
aus D1, D2, D3 weitere Rechenregeln ab.

Satz 5.2 (Rechenregeln fur Determinanten)Eine Determinante
det:M(nxn,K)— K
hat die folgenden Eigenschaften:
D4) VA e KistdetA-A) =A"-detA.
D5) Ist eine Zeile von A gleich Null, so idetA = 0.
D6) Entsteht B aus A durch die Vertauschung von zwei Zeilen, so ist

detB = —detA.
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D7) IstA € K, und entsteht B aus A durch Addition defachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
i # |, soist
detB = detA.

D8) Ist A eine obere Dreiecksmatrix, also A von der Form

A1
A= Lo
0 An
SO ist

D9) Istn> 2 und A€ M(n x n,K) von der Gestalt

(A C
=T )

mit quadratischen Aund A, so gilt

detA = (detAy) - (detAy) .

D10) Es gilt
detA # 0 < rang A= n< Alistinvertierbar.

D11) Es qilt
detA-B) =detA-detB V¥V A BeM(nxnK).
Insbesondere gilt
detA"l=(detA) ! Vv Ae GL (n,K).

Beweis.D4 und D5 folgen sofort aus D1b.
Zum Beweis von D6 nehmen wir an, dal die Zeiggmuindaj, i < j, vertauscht werden.
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Dann qilt
aj a;
detA+detB=det| : [ +-det| :
a; aj
a a a a
22 det : | +det| : | +det| : | +det| :
aj aj g a,
8 +aj
212 jet : D2 .

8 +a

Dabei sind nur die Eintrage der Zeilennd j angegeben, sonst &ndert sich nichts.
D7 gilt wegen

aj +Aa; a,
detB=det| : 2 deta+adet| : | ZdetA.
a a

D8: Sind alleA; # 0, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung von D7:

A 0
detA Y det DIy A, detE,
0 An

— }\1 Cae.t )\n .
Gibt es eini mit A; = 0, so wahlen wii maximal mit dieser Eigenschatt, d.h. es gilt
Ai=0 aber Ajy1-...-Aq#0.

Mit Hilfe von Aj.1,...,Ay macht man die restlichen Eintréage deen Zeile auch noch zu Null.
Mit D7 und D5 folgt deA = 0.
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D9: Durch Zeilenumformungen vom Typ Il und IV ahmache marA; zu einer obe-
ren DreiecksmatrixB,. Dabei bleibtA, unverandert, au€ werdeC'. Ist k die Anzahl der
ausgefuhrten Zeilenvertauschungen, so gilt

detAr 2 (—1)%. detB; .

Dann mache ma#i, durch Zeilenumformungen vom Typ Il und IV ah zu einer oberen
Dreiecksmatrix. Dabei bleibel®; undC’ unverandert. Isk die Anzahl der ausgefiihrten Zei-
lenvertauschungen, so gilt

dettr, 2 (—1)' - detB, .

(B, C
°-(5 &)

so ist mitB; und By auchB eine obere Dreiecksmatrix. Aus D8 folgt

Schreiben wir

detB = (detB;) - (detBy) .
Wegen
detA = (—1)k*' . detB

folgt die Behauptung.
D10: Durch Zeilenumformungen vom Typ [l und IV bringen vArauf Zeilenstufenform
B. Dann istB insbesondere eine obere Dreiecksmatrix, 8son der Form

Ao
0 An

und nach D6 und D7 ist dBt= 4+ detA. Weiter ist rangA = rangB und wegen D8
0#A1,-...-A\p=detB & rangB=n.

Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich aus 4.33.

D11: Esgilt rangA-B) < rangA wegen Bild¢ao ¢g) C Bild pa sowie rangA-B) =
dimBild(¢a o ¢g) und rangA = dimBildda . Ist also rangA < n, so ist rangA-B) < n, und
die Gleichung lautet 8- 0 wegen D9 .

Andernfalls istA € GL(n,K). Nach 4.52 gibt es Elementarmatrizén .. .,Cs mit

A=Cy-...-Cs.

Es genlgt also, vergleiche 4.51, zu zeigen, daR fur jede Elementan@atam Typ S(A)
oderQ/ gilt
detC-B) =detC-detB .

Nach Regel D8, die analog auch fir untere Dreiecksmatrizen gilt, ist

detS(\)=A und deQ) =1.
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Multiplizieren von links mitS (A) multipliziert diei-te Zeile vonB mit A, also ist
detS(A)-B) Z A -detB..
Multiplizieren von links mitQij bewirkt die Addition derj-ten zuri-ten Zeile, also ist
det(Q -B) 2 1.detB.
0

Hiermit hat man eine erste Mdglichkeit zur Berechnung von Determinanten: Man bringt
A durch Zeilenumformungen vom Typ Il und IV auf obere Dreiecksgestalt

A1
B— oo
0 An
Ist k die Anzahl der dabei durchgeflihrten Zeilenvertauschungen, so gilt
detA= (—1)K.detB= (—1)"\1-...-An.

Beispiel 5.3.
0 1 2 110 1 1 0 1 1
321=-32 1yj=-0 -1 1j=—-|0 -1 1/=3
110 01 2 0O 1 2 0O 0 3

OJ

Um ein weiteres Verfahren zur Determinantenberechnung vorstellen zu kdnnen, benoétigen
wir ein paar technische Vorbereitungen.

Definition 5.4. SeiA = (&) € M(n x n,K) eine quadratische Matrix.

(i) For festei, j seiAj die Matrix, die ausA entsteht, indem maa;j durch 1 und alle
anderen Komponenten in dieten Zeile oderj-ten Spalte durch O ersetzt:

all aj-1 0 aLj+1 .- ain
a8-11 --- @-1j-1 0 &-1jr1 ... @-1n
Aj = 0 0 1 0 0
8111 --- @ir1j-1 0 &j1jr1 oo @y1n
a1 ... @nj-1 0 anjy1 ... an
Wir setzen
afj = detAji ,
und nennen

A = (&) e M(nx n,K)
die zuA komplementéare Matrix
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(i) Wir bezeichnen mit

(all 3 j arn
Aj = Ferr———=a—amn [ e M((n—1) x (n—1),K)
kanl ceo @) ... ann

die Matrix, die man aué durchStreicherderi-ten Zeile und dej-ten Spalte erhalt.

0

Lemma 5.5.Fir A € M(n x n,K) gilt:
(i) detAj = (—1)"" detA; .
(i) detAj =detal,...,al~1 & al*l ... a").
Dabei bezeichnen'a . ., a" die Spaltenvektoren von A und
d ='¢="0,...,0,1,0,...0) .

Beweis.(i) Durchi— 1 Vertauschungen benachbarter Zeilen yrdl Vertauschungen be-
nachbarter Spalten kann map auf die Form

(0 &)

0 Aj

bringen. Also folgt die Behauptung aus D6 und D9, die auch fur Spalten gelten, wegen
(—1)U=D+0-D = (—q)+T

(i) Durch Addition von Vielfachen dej-ten Spalte zu den anderen Spalten kann man
@,...,al 1 al*t .. a"

in Ajj Gberfiihren. Also folgt die Behauptung aus der Eigenschaft D7, die fir Spalten(gilt.

Satz 5.6.1st Ac M(nx n,K) und A die zu A komplementére Matrix, So ist

A A=A-A = (detA) - Ep .
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Beweis.Wir berechnen die Komponentep von A* - A:
n f n
Cik = z aij djk = z Ajk detAji
=1 =1
5.5,(ii) o i _
(1) S ajdet(al,..., a1 e adtt . . a"
j=1

n
D1 1 i—1 i A+l n
= defa,...,a ,Zajkel,a -
=1

—detal,...,a 1 ad*,...,a"

D:25ik-detA.

Also istA'- A = (detA) - En. Analog berechnet mah- A’ O

Satz 5.7 (Entwicklungssatz von Laplace)stAc M(nxn,K), n>2,soqiltVie{1,...,n}

n . .
detA= "} (1) & - detA;
=1

(Entwicklung nach dei-ten Zeil§ und furv j € {1,...,n}
n . .
deth = 3 (=) -dets]
i=
(Entwicklung nach dejj-ten Spaltg Dabei bezeichnetfﬁjeweils die in 5.4,(ii) definierte

Streichungsmatrix.

Beweis.Nach 5.6 ist deA fur jedes gleich deri-ten Komponente in der Diagonale der Matrix
A-A also
c : 55,) o i+] /
detA= % ajaj = ) aj-detA; =" 5 (—1)"aj-detA; .
=1 j=1 =1

Indem man ebenso mi’ - A verfahrt, erhalt man die Formel fir die Entwicklung nach der
j-ten Spalte. O

Bemerkung 5.8.Die durch den Faktof—1)' 1 bewirkte Vorzeichenverteilung kann man sich
als "Schachbrettmuster” vorstellen:

L+
+{ 1]+

Ll T+
{1+
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Beispiel 5.9. (i) Ist

ab
A= (C d) eM(2x2,K),

so ergibt die Entwicklung nach der 1. Zeile:

detA=ad—bc.

(i) Ist
a1 a2 a3
A=|ax ap ax3s| eM(@Bx3K),
az1 az2 ass

so ergibt die Entwicklung nach der 1. Zeile:

ailr a2 a13

o dpp a3 ap1 a3 ap1 a2
dp1 dpz ap3| =ai sy As3 —ai2 a1 As3 ais sl As
a3l ag2 ass

= Qj18ppag3 — ar1dp3az2 — a1281833 + a12823831 + a13821832 — A13a22831
= ay18p2833 1+ a102823831 1+ a13821832 — a11823A32 — a12821a33 — A13822a31 -

Dies kann man sich leicht merken durch &egel von SarrusMan schreibt den ersten
und zweiten Spaltenvektor noch einmal hinter die Matrix:

ail ai2 ai3 ail aio

\
N\
AN
AN
AN
AN
AN
AN
AN
N\
\
AN

api ago a3 agi apgo
Ve Ve Ve
Ve Ve Ve
7 7 Ve
Ve Ve Ve
azl az2 aza azi azo

(iif) Zur Berechnung von

12 5 -1
31 -2 -2
10 0 1
01 2 3
bietet sich die Entwicklung nach der 3-ten Zeile an
:1,’ i _52 :; 2 5 -1 12 5
=11 -2 -2/-1-13 1 -2
L0 0 1 1 2 3 01 2
01 2 3
=-33-7=-40
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Eine weitere Folgerung aus 5.6 ist:

Satz 5.10Sei Ac GL(n.K). Definiert man G= (ci;) € M(nx n,K) durch(cjj ) := (—1)" 1 detA;,
so gilt

Beweis.5.6 und 5.5,(i) . O

g) € GL(2,K), so qilt

a1 L tfd —¢\__ 1 (d -b
~ ad—bc -b a) ad-bc \-c a
|

Fur die praktische Berechnung bei gréf3endst dieses Verfahren zur Inversenrechnung
wenig geeignet.

Nachdem wir nun wissen, wie man Determinanten ausrechnet, wollen wir zeigen, dafl3 es
sie auch tatséchlich gibt. Was ist dabei das Problem ? Man kdnnte ja einfach sagen, man bringe
eine gegebene Matrik auf eine obere Dreiecksgestalt

A1

Beispiel 5.11Ist A= (‘2

B= Lo
0 An
und definiere

detA:= (—1)XdetB:= (—1)*A1-...-An,
wobeik die Anzahl der durchgefiihrten Zeilenvertauschungen ist. Das Problem ist, daf3 diese
Zeilenvertauschungen nicht eindeutig bestimmt sind, man hat WahIimdglichkeiten. Aber das
Ergebnis

(—1)*A1-... An

mul3 unabhéangig von allen Auswahlen sein, insbesondere muR klar sein, ob digfitadih
gegebened immer gerade oder immer ungerade ist.

Dal? wir Zeilenvertauschungen vornehmen, bedeutet letztendlich, daf’ wir eine Permutati-
on der Menge der Zeilenindizd4,...,n} vornehmen. Eine Transposition der Zeilenindizes
entspricht dabei genau einer Zeilenvertauschung. Betrachten wir ein Beispieab. € &teine
Permutation, und siné,, ..., &, die kanonischen Basisvektoren d€% so geht die Matrix

Sy
Eos = :

Con

aus der Einheitsmatrix durch Zeilenvertauschungen hervor. In diesem Fall ist also die Frage:
Ist detE; = +1 oder ist deE; = —1 ? Diese spezielle Frage, aber auch die Frage nach der

Existenz von Determinanten laR3t sich durch ein genaueres Studium von Permutationen lésen.
Wir fassen zunachst zusammen was wir schon wissen:
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Wiederholung 5.12.Seine N, n > 1.
(i) Die MengeS, der Permutationen vofi, ..., n}, d.h. der bijektiven Abbildungen
o:{1,....n} — {1,...,n},

bildet bzgl. der Hintereinanderausfuihrungine Gruppe nach 2.5,(i),(ii, hatn! Ele-
mente (Aufgabe 9,(i)). Flo € S, schreiben wir auch

o= 1 2 ... n
- \o(1) o2 ... on))’
(i) T € S heillt Transposition, wenak,| € {1,...,n}, K# I, mit
I i=k
(i)=<k i=I, 1<i<n.
i sonst

Jedew € §,, n > 2, laldt sich als Produkt von endlich vielen Transpositionen schreiben
(Aufgabe 9,(ii)):
O0=T10...0Tk.

U

Die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist keineswegs eindeutig. Um unser Vor-
zeichenproblem in den Griff zu bekommen, missen wir beweisen, dal3 fir gegebdiges
Anzahl der benétigten Transpositionen immer gerade oder immer ungerade ist. Zu diesem
Zweck ordnen wir jeder Permutation ein Vorzeichen zu.

Definition 5.13.Seienn € N, n> 1 undo € S,. Dann heif3t jedes Paarj € {1,...,n} mit
i<j aber a(i)>a(j)
ein Fehlstandvon sigma Wir definieren dasignumvon g durch

SianG — +1 fallso eine gerade Anzahl von Fehlstanden hat,
gno-= —1 fallso eine ungerade Anzahl von Fehlstéanden hat.

Weiter nennen wio

gerade falls signo=+1,
bzw. ) O
ungerade falls signo=—1.

; g i) € S3 hat genau 2 Fehlstande, namlich

1<3 aber o(1)=2>1=0(3),
2<3 aber 0(2)=3>1=0(3).

Beispiel 5.14. o= (

und

Es folgt
signo=+1
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Satz 5.15 (Eigenschaften des SignumsSeine N, n > 1.
Dann gilt:

() VoeSist

sigho =
i<] J_I

(i) V o’,0 €S gilt
sign(a’ o @) = (signd’) - (signo).

Insbesondere gilty 0 € §,

signo~! = signo .

(i) Istn>2undt € §, eine Transposition, so gilt

signt=-1.

(iv) Istn>2undo =T110...0T¢ € § mit Transpositioneny, ..., Tk, SO gilt

signo = (—1).
(V) V o€ S ist
€o(1)
det| : =signo .
Co(n)

Beweis. (i) Seimdie Anzahl der Fehlstdnde van Dann gilt

M -oi=( [ ©0)-c@)--y™ [] loi) o)

<] i<] i<]
a(i)<a(j) a(i)>a(j)
~)™[]l0() — o) = (~H™ [ ~1),
i<) <]

da die letzten beiden Produkte die gleichen Faktoren bis auf Reihenfolge haben.

(i) Es gilt

5|gn O' oO i IOJ(O(D)
i<]
0'(a(j)) —0'(a(i)) = oali)—a(i)
i<] G(J) G(I) i< J_I
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(i)

Da das zweite Produkt gleich signist, genlgt es zu zeigen, daf das erste Produkt
gleich signd’ ist. Dies ergibt sich wie folgt:

0'(a(j)) —a'(a(i))
i) a(j)—o(i)
_ o'(a(j)) —a'(a(i)) o'(a(j)) —a'(a(i))
<] a(j) —ofi) <) o(j)—of(i)
o(i)<a(j) o(i)>a(j)

Dabei schlie3t man beim vorletzten Gleichheitszeichen wie in (i).

(123 ..
0-=\l2 13 ... n

die Transposition, die 1 und 2 vertauscht. Wir zeigen:

Sei

(*) Ist 1€ S, eine beliebige Transposition, Sao € S, mit

T=0o0Tgo0 *.

Daraus folgt (iii): Es qilt sigrrg = —1, denntg hat genau einen Fehlstand. Zu dem
gegebenen wahlen wir eino wie in (*). Mit (ii) folgt
signt = signa - signto- (signo) 1 =
=signtp=-1.
Nun zeigen wir (*): Seierk und| die vont vertauschten Elemente. Wir behaupten,

dal jedew € S, mit
o(l)=k und o(2) =1

die verlangte Eigenschatft hat. 3éi= oot1po0~1. Wegeno~1(k) = 1 undo—1(l) = 2
ist
T (k) =0(10(1)) = 0(2) =1

und
(1) =0(10(2)) =0(1) =k.

Furi ¢ {k 1} isto=L(i) ¢ {1,2}, also gilt
T(i) = o(to(0 (1)) = o(0 (i) =i .

Daraus folgtt’ = 1.
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(iv) ergibt sich aus (i) und (ii).

(v) folgt aus (iv), denn man kan, durchk Zeilenvertauschungen in

Uberfuhren.

Bemerkung und Definition 5.16.Die Eigenschaft 5.15,(ii) besagt, daf3 die Abbildung
sign :S — {+1,-1}

ein Gruppenepimorphismus auf die multiplikative Gruppe mit 2 Elementen ist. Insbesondere
ist der Kern
An={oe§|signo=+1} C §,

ein Normalteiler inS,. A, heil3t diealternierende Gruppe O
Fur jedeso € S, kdnnen wir die Nebenklasse
A0 ={0"00|0" € An}
betrachten.

Satz 5.17lIsto € §, mitsigno = —1, so gilt
SS=AUA0 und ANA0C=0.
Insbesondere hatnégenau%n! Elemente.
Beweis.Seid’ € §, mit signa’ = —1. Nach 5.15,(ii) gilt
sign(c’ oo 1) = +1,

also isto’ € A,0, denn
o' = (0o Yoo

Fir jedeso’ € Ao ist signa’ = —1, also ist die Vereinigung auch disjunkt. Aus 2.13 ergibt
sich, dal3 die Einschrankung der Linksstranslationfgauf

An— A0, 0’ — God’,
bijektiv ist. Da§, ausn! Elementen besteht, enthaltéq undA,o je %n! Elemente. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen:
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Satz 5.18Ist K ein Kérper und > 1, so gibt es genau eine Determinante
det:M(nxn,K) — K,
und zwar ist fur A= (aj) € M(nx n,K)

(*) detA = %signo-alc(l) et anc,(n) .
oc
Beweis.Eindeutigkeit Wir zeigen, dal3 sich die Formel (*) aus D1, D2, D3 und den Folge-
rungen daraus herleiten laR3t. Seien
det:M(nxn,K) — K

eine Determinante und € M(n x n,K). Wir bezeichnen mig wieder die Zeilen vor und
mit g die kanonischen Basisvektoren d€s Aus D1 ergibt sich die folgende Rechnung, die
der sukzessiven Entwicklung nach Zeilen entspricht:

a eJl
detA=det| : | = Z aj, det| .
£ :
an J1
an
€j1
n n €j,
= Z aij, Z aj, det| B | =-.. =
ji=1 jo=1 :
an
n n n €j,
- z Z z aj; - Ajp anj, -det|
ji=lj2=1 jp=1 e
n

Wegen D2 und 5.15,(iv) gilt

det| : | =
0 sonst

o
1 {signo falls 3 o€ S mita(v) = jy Vv,
€

n

Also bleiben nun! der n" Summanden Ubrig und es gilt (*) .

Existenz Wir definieren nun
det:M(nxn,K) — K

durch die Formel (*) fur jede& € M(n x n,K), und mussen zeigen, dal D1, D2 und D3 gelten.
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D1: Es qilt

det| & +a | = Es‘signo-alo(l)-...-(a{c(i)+a{g(i))-...-an0(n)
. o€

= Zﬁsignc-alc(l)-...-aio(i)-...-ano(n)
oc

+ Z;‘signo-alo(l)-...-ai’g(i)-...-anc(n)
oc
=det| a | +det| &’ |,

und somit gilt D1,(i). Analog ergibt sich DZ1,(ii).
D2: Seien etwa di&-te undl-te Zeile vonA gleich,k < I, undt € S, die Transposition, die
k und| vertauscht. Es gilt sign= —1 nach 5.15,(iii), also erhalt man aus 5.17 die disjunkte

Vereinigung
Sh=AUAT.

Wennao die GruppeA, durchlauft, so durchlaufi o T die MengeA,t. Es folgt
(#)  detA= Z"alc(l) "o @ng(n) — Zﬂalo(r(l)) Ceee Bno(a(n)) -
oc oc

Da diek-te und did-te Zeile vonA gleich sind, gilt nach Definition von

Ao(t(1) -+ Ao(t(k) -+ Ra(x(l)) -+ Eno(t(n)
=815(1) "+ a(l) -+ Ho(k) - - " Gno(n)
=Q5(1) -+ Fa(k) -+ Ha(l) -+ - Bng(n)

Also heben sich die Summanden in (**) gegenseitig auf, es folgt

detA=0.
D3: Istdjj das Kronecker-Symbol unal € S,, so ist

5 s _[o furazid
@) "0 =N 1 furg=id .

Also gilt

oc

=sign(id) =1.

detE, = det(&j) = %signo- O15(1) " - - - Ona(n)
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Unmittelbar aus der Formel (*) ergibt sich eine weitere Eigenschaft von Determinanten:
Satz 5.19¥ A€ M(nx n,K) gilt detA = detA.
Beweis.IstA = (aj), o ist'A= (&) mit &; = a;i. Also gilt

oc

= %Signo—'ao(l)l'u-'ac(n)n

oc

oc

= detA.

= %sign(ol) "@15(1) * - - Gna(n)

Bei der vorletzten Gleichung wurde benutzt, ddl® € S,

Ag(1)1" -+ 8g(nn = 815-1(1) - - " Eng-1(n)

gilt, denn bis auf die Reihenfolge enthalten beide Produkte die gleichen Faktoren. AuRerdem
wurde verwendet, daf}
signo = signo !

ist wegen 5.15,(ii). Fiir die letzte Gleichung haben wir benutzt, daraiicho—! ganzs,
durchlauft. O

5.19 unterstreicht noch einmal, dal es egal ist, olddir .., D11 oder andere Determinanten-
Rechenregeln fur Zeilen oder fur Spalten formulieren. Wie nitzlich es ist, wenn man abwech-
selnd mit Zeilen und Spalten operieren kann, zeigt das

Beispiel 5.20Wir betrachtenXy, ..., X, als Unbestimmte und definieren dldandermonde-

Determinanteals
1 Xp.. Xt

A= det :
1 Xq... X1

Offensichtlich istA; = 1, Ay = Xo — X;. Firn = 3 formt man zuerst Spalten um und zieht dann
Faktoren aus den Zeilen:

1 X3 X2 |1 X X2-X? 1 X1—X 0

1 Xo X2[=|1 Xp XZ—XiXo| =1 Xo—X1 Xo(X2—X1)

1 X3 X2 |1 Xg XZ—XiXg| |1 Xag—X1 Xz(X3—X1)
Xo =Xy Xo(X2—Xq)

= = (Xo — Xq)(Xg — X
Xz— X1 Xa(Xa—X1) (%o = X1)(Xs—X1)

= (X2 —X1) (X3 —X1) (X3 — X2) .
Induktiv ergibt sich mit demselben Prinzip
Ap = |_| (XJ' -X) .

1<i<j<n

1 X
1 X3




152 5 Determinanten

Eine weitere Anwendung von Determinanten ergibt sich fur die Losung linearer Gleichungs-
systeme, und zwar im Fall

A-x=b mit AeGL(nK).
Dann gibt es genau eine Losung nach 4.60,(ii), und zwar
x=A"1b.
Mit Hilfe der komplementaren Matrix kann man dies auch so formulieren:

Cramer'sche Regel 5.21Seien Ac GL(n,K), b€ K"und x="(x1,...,%,) € K" die eindeutig
bestimmte Lésung des Gleichungssystems

A-x=Db.
Bezeichneny..., a" die Spaltenvektoren von A, so gilti € {1,...,n}:

< — detal,...,a 1 b,a*t ... a"
' detA '

Beweis.Sinday, . .., a, die Spaltenvektoren vol, so hatA—! nach 5.10 in dei-ten Zeile und
der j-ten Spalte die Komponente

detAj detal,...,a1ela*l. .. a"
detA detA '
Fir diei-te Komponente vor = A~1b folgt nach D1 und 5.19

< — n b.detAji _det@l,..., a1 ba"t.. . a"
' j; ldetA detA '

Beispiel 5.22 Seien

110 1
A=|0 1 1] eM(Bx3R) und b=[1]|ecR3.
321 0
Dann gilt etwa mit der Regel von Sarrus
detA=1+3-2=2
sowie
11 10 11 10 11 11
xlzél 1 11=-1 xzzéo 1 =2, x3:§O 1 11=-1
0 21 301 320
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Auch die Cramer’'sche Regel ist flr praktische Berechnungen wegen der vielen zu bestim-
menden Determinanten nicht geeignet.

Zum Schlufd beschaftigen wir uns noch mit der folgenden Frage: Nach D10 i%t rang
fir A€ M(n x n,K) gleichbedeutend mit dét= 0. Wie weit sinkt der Rang tatséchlich ab ?
Zur Beantwortung dieser Frage, mul3 man weitere Determinanten berechnen. Dies kann man
sogar auf beliebige Matrizen ausdehnen.

Definition 5.23.SeienA € M(m x n,K) und k < min{m,n}. Dann heif3t eine quadratische
Matrix A’ € M(k x k,K) einek-reihige Teilmatrixvon A, wennA durch Zeilen- und Spalten-
vertauschungen auf die Form
A x
(5 2)

gebracht werden kann . Man kann auch sagen AdasA durch Streichen vom— k Zeilen
undn— k Spalten entstanden ist. Die Determinantefdé&eil3t dann auch eikreihiger Minor
VonA. U

Satz 5.24Fur A€ M(mx n,K) und r € N sind dquivalent:
(i) r=randA
(i) Es gibt einen r-reihigen Minog 0, und fur k> r ist jeder k-reihige Minor gleich Null.
Beweis.Es gentigt zu zeigen, daf¥k € N folgende Bedingungen aquivalent sind:
a) rangA < k.
b) Es gibt einek-reihige TeilmatrixA’ von A mit detA’ # 0.
‘b)=-a)’ detA’ #0 = randA > rangd’ = k, weil sich der Rang einer Matrix bei Zeilen- und

Spaltenvertauschungen nicht andert.

‘a)= b)" rangA > k = J k linear unabhangige Zeilenvektoren vén Nach Zeilenvertau-
schungen kdénnen wir sie in die erstkrZeilen bringen. SeB die Matrix, die aus diesen
Zeilen besteht. Wegen

k = ZeilenrangB = Spaltenrand3

gibt esk linear unabhangige SpaltenvektorerBinDurch Spaltenvertauschungen kénnen wir
sie in die ersterk Spalten vorB bringen. SelA’ € M(k x k,K) die aus diesen Spalten beste-
hende Matrix A’ ist eine Teilmatrix vorA, und wegen ran§f = k ist detA’ # 0. O

Aufgabe 49.L6sen Sie das Gleichungssystem

X1 + 23 = 1
X1 + 2% + X3
X1 + 2% + 2x3 = 2

o

Uber dem KorpeFs3
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(i) mittels Gaul3elimination,

(i) mit Hilfe der Cramerschen Regel.

Aufgabe 50.Berechnen Sie folgenden Determinanten:

13 2 3 07 -4
5 =7 2 1

2 41
31 2 "4 00 3
-7 21 O

Maple -Aufgabe M5.

(i) Schreiben Sie eine Prozedur, die bei Eingabe enen-Matrix deren Determinante
berechnet.

(i) Probieren Sie die Funktionen aus dem Patettools aus.
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