Lésung zur 14. Ubung Analysis 1 WS 2000-2001

Aufgabe 19.1 Man untersuche die folgenden Funktionen f auf ihren Definitionsbereichen auf
Differenzierbarkeit und berechne gegebenenfalls ihre Ableitung;:

1—e ™ x>0

a) f(x) = (14 23)e” b) f(:v):{ 0 — = (a>0) c) flx) =2% 2 > 0.

,x <0

a) f(x) = (1 +2%) e, Definitionsbereich: R.
1 + 23 als Polynom differenzierbar auf R mit Ableitung 322 ,
e” differenzierbar auf R mit Ableitung e”
= f differenzierbar auf R (als Produkt von 1 + 23 und &%)
mit f/(z) = 322 e + (1 + 23) e = (23 + 322 + 1) €~

. l—e™ J22>0 " —
b) Sei a > 0. f(z) = { 0 <0 Definitionsbereich: R.
f(z) =0 fir alle x <0 — [ differenzierbar in R~ mit f/(x) = 0 fiir alle x < 0.

flx)=1—e fiirallex >0 = f differenzierbar in R* mit f’(z) = ae™*®
(nach der Kettenregel) fiir alle z > 0.

9 =0
iy J@-f0 i 00— ; _
zhrglﬁ ( x—o( | = zhr(r]li = mh%li 0 0.
im L@ _ im  l=e . — 1 _ ez —
rllI(I]1+ = xlugl+ —— : Setze g(x) =1 — e, h(z) = .

lim g(x) =0, lim h(z) =0, ¢ (z) = ae™**, W (z) = 1.

z—0t z—07F

Nach der Regel von de I’'Hospital ist
f(z) — £(0) - g(@)

li e 1 = = li
Jim == S o #  lim ==

Damit ist f an der Stelle 0 nicht differenzierbar.

¢) f(x) = 2%, Definitionsbereich: RT.

f(SC) — 2 _ elog(:ztac) — " loga:‘
x und log z differenzierbar auf Rt =z -logz differenzierbar auf R™ (Produktregel)
e” differenzierbar auf R™ = e*1o87 differenzierbar auf R (Kettenregel),
und es gilt

flx) = ezlogw(logm—l—g) = "%8%(logz+1) = 2%(logz+1).



Aufgabe 19.12 Es seien I, J C R Intervalle, f € C*°(/) mit f(]) C J und h € C*(J). Man zeige
(ho )" = (W o f)f" + (k" o f)f'*, berechne (ho f)" sowie (ho f)®*) und versuche, eine allgemeine
Formel fiir (ho f)™), m € N zu finden.

Mit der Kettenregel gilt
(hof)y = (Wof)f.
Mit Ketten- und Produktregel folgt daraus
(hof)' = ((Wof)f) = WoNf+Hof) "
Weiter gilt

(hof)”/ ( h f //)

( h/Of f”+ h// f)f/Q),

(W' o F)F £+ (W o F)f" + (" o f)f7° + (W' o f)2f "
= (W o )" +3(0 o NI "+ (0" o £)f*.

(ho )W = ((hop)")
= (Wonsm 3w o p)r s+ @ o )
=(MwWmewﬁf+mwfw“+w%+WWﬁWWw
30" o NP+ (W o f) 1"
(n' o f) 4 +4H%fﬁf”+awwfﬁ“+ﬁmm DIZF+ 0D o )2,

Aufgabe 20.9 Man berechne die folgenden Grenzwerte:
el +e T -2 ) < a

lim —— b) 1
a) li ) lim T

b
— b
a—0 x — log(l + x) z—1 1- SCb> (a,670)

a) Setze f(x) =€ +e7 ¥ —2, g(zr) =2z —log(1l + x).

lim f(x) =0, lim g() =0,
fla)=e—e®, g =1-1—, I @)=0  lmg@)=0
1" oz —x " o 1 . f’/(l‘) _

f (.5[7)—6 +e 7, g (I)_mv xE)I(l) g”(IE) —

Nach der Regel von de I'Hospital (Kaballo, Satz 20.15) gilt dann auch lim ; gx; = 2.



a b a— azx® — b+ bx®
1—z¢ 1—ab 1 — 2% — gb 4 gotb’

Setze f(z) = a—b— ax® + bz?, g(x) =1 — 2% — 2¥ + 2.

lim f(r) =0, lim g(x) =0,

r—1
f'(z) =ab (m“_l — xb_1> , J(z)=(a+ bttt — gzl — pat L

lim f/(z) =0, lim¢'(z) =0,

z—1 z—1
f"(z) = ab(a — 1)z*"2 — ab(b — 1)2"~2,
d"(x) =(a+b)(a+b—1)z 2 —qgla— 1)z 2 —bb—1)a>"2,

- f"(x)  abla—b)  a—b
z—1 g”(a;) N 2ab - 2
Nach der Regel von de I’'Hospital ist dann auch
lim _f(x) = @ b.
1g(x 2

Aufgabe 22.1 Fiir die Funktionen f : z — []° Tz dt und g a0 — flmS dt berechne man

die Ableitungen f'(z) und ¢'(z).

_z
142t

€T

1. f(z f T dt = - 1l % = z - h(z) mit h(x f e —dt — . Nach dem Hauptsatz der
1

Dlﬁerentlal— und Integralrechnung ist h/(z) = T + —=. Mit der Produktregel ergibt sich dann:

Toodt 1 Toodt x
fz) 1 1+62t+$1+62x 1 1+62t+1+62x
3 3
2. g(x f e dt =x- f Tz = x-h(i(z)) mit h wie oben und i(z) = 2°. Mit der Produkt-

und Kettenregel ergibt smh dann:

3 3

= dt 1 o dt 323
/ :1/ . 32:/ .
g(w) T T ires T T ) Ty T

Bemerkung: [ 2 1+e2t =-1 ;228t+1 dt = —Llog(e 2 +1).




Aufgabe 22.3 Fiir folgende Funktionen bestimme man Stammfunktionen iiber geeigneten Inter-
vallen:

a) xlogx b) (logz)? c) eV® d) ﬁ e) 2% (1 + log x)

a) Mit partieller Integration erhilt man:

1 1 51 1 1
/:cloga:d:z: = §x210gaz—/§x2;daz = §x2logx—1x2

fiir z €]0, ool.

b) Mit Substitution z = e*, u = log z fiir  €]0, 00|, v € R und dreifacher partieller Integration
ergibt sich:
/(logaz)3 dr = /u3 e du

= ul e“—/3u2 e du

= ¥ — 3u? e“+/6ue“du
= u’ e —3u? e"+6ue“—/66“du

= " (u® —3u® + 6u —6)
z - ((logz)® — 3(log z)* + 6log z — 6)

. . . _ 2 .
PV - /eu 2 du S“ubstltutlon. x=u" u=/t
fir z €0, oo[, u €]0, 00|

= 2ue'— / 2e" du partielle Integration
= " (2u—2)
= 2V (Vz —2)

/ dx /1 - 1 du Subst.: x = log(u? — 1), u = /1 + e
V1+Fer u u? —1 fir z € R, u €]1, 00|

2
= /u2_1du
-1 1
= d
/(u+1+u—1> "
= —log(u+1)+log(u—1)
= —log(V1+e®+1)+log(vVl+er—1).




e) Siehe dazu auch Aufgabe 19.1 ¢). Variante:

etlogz (1+logx) drx

/ Subst.: x = e, u = logx

(L+u)- et du fir z €]0,00[, u € R

/xm'(l—l—logw) dex =

v log T

8

Aufgabe 14.2 Gegeben sei die Funktionenfolge (n( Y — 1)) N auf (0, 00)
ne

a) Man zeige, dafl diese auf allen kompakten Teilintervallen gleichméfig gegen log x konvergiert.
b) Ist die Konvergenz auf dem angegebenen Intervall selbst gleichméaBig?

HINWEIS: Schreiben Sie n({/z — 1) als Integral.

a) Esist f,(1) = 0. Dann ist

Fal@) = fule) = fu(1) = / * f ) du = / "t du

Die Funktionenfolge un! konvergiert auf allen kompakten Intervallen [a, b] C (0, 0c0) gleich-
mifig gegen g(u) := u L

_1_

|u% u_l\:u_1|u%—1| éa_lmax{|a%—1\,|b%—1|}—>0

unabhéngig von z € [a, b]. Beachte dabei die Monotonie von u un — 1.

Wegen Kor. 3.1.17 Teil 2 (Vertauschen von Integral und Grenzwert bei gleichméBiger Kon-
vergenz) ist dann

x x 1
lim fn(az):/1 lim f;(u)du:/l Edu:loga:—loglzlogx,

n—oo n—oo

und auch hier ist die Konvergenz ist gleichméfig auf allen kompakten Intervallen [a,b] C
(0,00): Nach Kor. 3 1.17 Teil 1 (Beschrénktheit des Integrals) gilt:

|fn<:c>1ogsg|=‘/1 f,;<u>du/1 L

< max{la — 1], [b = 1} £, — gll — 0

< |z =1l1f7 =gl

unabhéngig von z € [a, b].

b) Betrachte z,, = 2". | f(,,) —log(zy)| = n|1—log(2)| konvergiert nicht gegen Null fiir n — oco.
Also konvergiert f,, nicht gleichméfig gegen log.



