Lésung zur 9. Ubung Analysis 1 WS 2000-2001

Aufgabe D Fiihren Sie den Beweis von Lemma 2.4.23 (zur Konvexitét der Potenzfunk-
tion) detailiert aus. Begriinden Sie die einzelnen Schritte.

Seien z,y €e Rund 1 <z < y.

1. Behauptung: Fiir m,n € N und m < n gilt:

m _ 1 y" —1
< .
m 1 zn —1

Beweis:

Seien k,1 € Ng mit £ <l und 0 < x < y. Dann ist [ — k € N und somit
7k < y!=F Damit gilt

Pzl = gkl = (zy)kal=F < (zy)kylh = oy,
Seien m,n € N mit m < n.
Dann gilt y*2! < 2¥y! fiir alle k € {0,...,m — 1} und alle
l€{m,...,n—1}. Durch Aufaddieren aller dieser Ungleichungen erhilt
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Firl<z<ygilt x —1>0und y — 1 > 0. Weiter gilt (geometrische
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Damit gilt
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2. Behauptung: Fiir r,s € Q mit 0 < r < s gilt
" —1 y*—1

< .
xr —1 s —1
Beweis:

Esseienr:%,s:%mit m,n € N.

Da die g-te Wurzel streng monoton wachsend ist, gilt nach Vorausset-
1 1

zung 1 < xe < yu.

Aus (1) folgt nun (da m =rq < sq=n)
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Damit ist also die Funktion f : (1,00) N Q — R, r +— g:j streng
monoton wachsend.

3. Behauptung: Es sei a € R. Fiir a > 1 gilt

¢ —1 y*—1

r—1 y—1"
Beweis:

Die Funktion aus (2) ist streng monoton wachsend und besitzt eine steti-
ge Fortsetzung auf (1, 00). Nach Satz 2.4.5 ist diese Fortsetzung ebenfalls
streng monoton wachsend.

Fiir p,o € R mit 0 < p < o gilt also

Yy’ —1 Yy’ —1
< )
P —1 7 —1

Setzt man p =1 und o = a, so erhélt man die Behauptung.



Aufgabe E Fiihren Sie den Beweis von Lemma 2.4.16 (zur Konvexitit der Exponenti-
alfunktion) detailiert aus. Begriinden Sie die einzelnen Schritte.

Seien a, b € R, a, b > 1.

1. Behauptung: Fiir alle n € N ist

br —1 < prtl — 1
n n+1

Beweis:

Da b > 1 ist " > b* fiir alle k € {0,...,n — 1}, also gilt durch Aufsum-
mieren dieser Ungleichungen
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Damit gilt aber
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Nach der geometrischen Summenformel gilt
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und damit
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Wegen b — 1 > 0 ist dies dquivalent zu
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2. Behauptung: Fiir alle ;s € Q mit 0 < r < s gilt
a—1 a°—1
< .

r S

Beweis:

Esseien r = 2, s = 2 mit m,n,q € N und b := a%.

Wegen a > 1 und der strengen Monotonie der g-ten Wurzel folgt b > 1.
Aus r < s folgt mit ¢ € N auch m = rq < sq = n und damit n —m € N.
Durch (n — m)-fache Anwendung von (1) folgt damit
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3. Behauptung: Fiir alle r,s,t € Q mit r < s < ¢ gilt

a®—a” at —a”
<

s—r t—r
Beweis:
Fir r,s,t € Q folgt aus 7 < s < t auch s —r <t —r und mit (2)
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4. Behauptung: Die Funktion Q > r —— a” ist streng konvex.
Beweis:

Aus (3) und Lemma 2.4.11(2) folgt, dass die Funktion r —— a" streng
konvex ist.

Aufgabe 9.1 Man entscheide, ob folgende Mengen M C R nach oben bzw. nach unten
beschriankt sind und bestimme ggf. sup M und inf M. Weiter entscheide man, ob M ein
Maximum oder Minimum besitzt:

(a) M={recR|z?<10} b) M={zeR|z®<27}

() M={1+21|neN} d) M={1-L1+Lt|mneN}

(a) M = {z c R|2% <10}
Es gilt
reM < ?<10 = |2/ < V10 < —V10 < z < V10.

Also ist M nach oben und unten beschriinkt durch v/10 bzw. —/10.
Analog zum Beispiel in Definition 2.4.1 (Kaballo 9.2(c)) ist Sy = [v/10, c0)
und damit sup M = max M = /10.

Weiter ist S_p; = [v/10,00), also sup —M = /10. Also ist nach 2.4.3 (Ka-
ballo 9.5) inf M = —sup —M = —+/10 = min M.



(b) M ={reR|2® <27}

Esgilt 1 € M <= 23 <27 <= z < 3 und damit M = (—o00,3). M ist
also nicht nach unten beschréankt, aber nach oben beschrankt.

Daher besitzt M kein Minimum oder Infimum. Analog zum Beispiel in Defi-
nition 2.4.1 (Kaballo 9.2(c)) Sy = [3, 00). Daraus folgt aber sup M = 3. Da
3 ¢ M ist, besitzt M kein Maximum.

Zeige zunichst (analog zu Feststellung 2.4.4, Kaballo 9.3):
Fiir ) # M C R ist genau dann s = inf M, wenn die folgenden beiden
Bedingungen gelten:

1. s <z fiir alle x € M.
2. Es gibt eine Folge (z,,) in M, so dass lim z, = s.

n—oo

Beweis:

(1),(2) <= —-s>—zfirallere M, und

es gibt eine Folge (z,,)in M, so dass lim (—x,) = —s.
n—oo

<— —s>czfirallex e —M, und

es gibt eine Folge (z,,)in — M, so dass lim z, = —s.
n—oo
< —s=sup(—M) (nach 2.4.4, Kaballo 9.3)
< s=infM (nach 2.4.3, Kaballo 9.5)

Betrachte jetzt M = {1+ 1 |n e N}.

Wegen 0 < % <l1fiiralleneNgilt1 <1+ % < 2, M ist also beschrinkt.
Fir n = 1 ergibt sich 1 + % = 2 € M und damit nach Bemerkung 2.4.2
(Kaballo 9.2(b)) sup M = max M = 2. Da lim 1+ X =1, gilt mit dem oben

n—oo

gezeigten, dass inf M = 1. Aber M besitzt kein Minimum, denn inf M ¢ M.

(A M={1-2+L |mneN}L

Es gilt —1 < —% <0 firallen e Nund 0 < 2% < % fiir alle m € N. Daraus
folgt 0 < 1 — % + 2% < %, M ist also beschrénkt.

.. . .. . 1 . .. . YT 1
Fiir n = 1 erhélt man die Folge (Q_W)meN in M, fir die gilt: n}l_rg@ 5w = 0,
und damit nach dem in Teil(c) gezeigten auch inf M = 0.

.. - . . . 3 1 . . . 1 3 1 _ 3 .
Fiir m = 1 ergibt sich die Folge (5 — E)neN’ fiir die gilt: T}Ln;o 55— = 5. Mit
Feststellung 2.4.4 (Kaballo 9.3) erhélt man daraus sup M = 3. Dainf M ¢ M

und sup M &€ M, hat M kein Minimum und kein Maximum.



Aufgabe 9.4 Man definiere M + N := {z +y € R | z € M,y € N} fiir Mengen
M, N C R. Fiir beschrinkte Mengen M, N zeige man sup(M + N) = sup M + sup N
und inf(M + N) = inf M +inf N.

Seien also M, N C R beschriankte Mengen, d.h. sie sind nach unten und nach oben
beschriankt. Sofern N und M zusétzlich nicht leer sind, besitzen sie ein Supremum nach
Satz 2.4.5 (Kaballo 9.4) und nach Feststellung 2.4.3 (Kaballo 9.5) auch ein Infimum.

Behauptung: sup(M + N) = sup M + sup N.
Beweis:

1. Es gilt
Vee M x<supM

< M N
Vye N y<supN }:> T+y < sup M +sup iV,

also ist sup M + sup N eine obere Schranke fiir M + N.

2. Nach Feststellung 2.4.4 (Kaballo 9.3) gilt:
Es gibt eine Folge (xy,)nen in M, so dass lim x,, = sup M, und eine Folge (¥ )nen
in N, so dass lim g, = sup V. .
Dann gilt aber 2, + yn € M + N fiir alle n € N, und

lm 2, +y, = limz,+ limy, = supM +supN.
n—00 n—00 n—00

Damit ist sup M + sup N auch die kleinste obere Schranke fiir M + N.

Behauptung: inf(M + N) = inf M + inf N.
Beweis:

1. Es gilt
VeeM infM<zx
Vye N infN <y

also ist inf M + inf N eine untere Schranke fiir M + N.

}:> inf M +inf N < x+y,

2. Nach Feststellung 2.4.4 (Kaballo 9.3) gilt:
Es gibt eine Folge (2, )nen in M, so dass lim z;, = inf M, und eine Folge (yn)nen

n—oo

in N, so dass lim ¥, = inf V.

n—oo

Dann gilt aber z,, +y, € M + N fiir alle n € N, und
lim z, +y, = lim z,+ limy, = infM +infNN.
n—oo n—oo n—oo

Damit ist inf M + inf N auch die grofite untere Schranke fiir M + N.



Aufgabe 9.5 Die Funktionen f, g : M — R seien nach oben beschréinkt. Man zeige, dafl
auch f + g nach oben beschrénkt ist und da8 sup(f + ¢)(M) < sup f(M) + sup g(M)
gilt. Man gebe ein Beispiel an, bei dem ,,< “ auftritt.

Seien f, g : M — R nach oben beschréinkt, d.h. f(M), g(M) sind nach oben be-
schrankt.
Also gilt fiir alle x € M: f(z) <sup f(M), g(x) < sup g(M). Damit ist

(f +9)(@) = f(z) + g(x) < sup f(M) + g(z) < sup f(M) + sup g(M).
Also ist sup f(M) + sup g(M) eine obere Schranke von (f + g)(M) und daher

sup(f + g)(M) < sup (M) + sup g(M).

Beispiel fiir die strikte Ungleichung: Sei M = [0, 1].

Betrachte f: M — R, z — 1 — .

Wegen f(z) =1—x <1 fiir alle z € [0,1] und f(0) = 1 gilt sup f(M) = 1.

Sei weiter g : M — R, z — z.

Da g(z) =z <1 fiir alle z € [0,1] und ¢g(1) =1 gilt supg(M) = 1.

Dannist (f+g)(z)=1—z+ax=1firallex €[0,1] = sup(f+g)(M)=1.
Damit gilt also

sup(f+g) (M) =1 < 2 = sup f(M)+supg(M).



