Lésung zur 7. Ubung Analysis 1 WS 2000-2001

Aufgabe 6.5 Fiir eine Folge (ay,)nen in R gelte die Bedingung:

C
31C >0, feN VnZﬁ:]anH—aMgﬁ.

Man zeige die Konvergenz von (ay)nen-
Beweis:

n n
1 1
(Z ﬁ) ist konvergent ~— ( E ?) ist Cauchy-Folge.
k=1 neN neN

k=1

Also gibt es fiir alle § > 0 ein ng € N, so dass fiir alle m > n > ng gilt:

m—1 1 n—1 1 m—1 1 m—1 1
2t le T |Xm T e <7
k=1 k=1 k=n k=n

Sei e > 0.
Nach Voraussetzung gibt es dann ein C' > 0 und ein ¢ € N, so dass fiir alle n > ¢ gilt:
lan+1 — an| < % .

Qo

m—1
Nun ist auch & > 0. Also gibt es ein ng € N, so dass fiir alle m > n > ng gilt: > k% <
k=n

Damit gilt fiir m > n > max{ng, ¢}

’am - an’ = ’am —0m—1+tan-1— ... — Qnt1 + An+1 — ap
m—1
= E A1 — Ak
k=n
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mit der Dreiecksungleichung
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nach Voraussetzung

(an)nen ist also eine reelle Cauchy-Folge und, da R vollsténdig ist, somit auch konvergent.



Aufgabe 6.7 Fiir a > 0 setze man x1 := 2a und rekursiv z,41 := 2a + % Man zeige die
Konvergenz der Folge (z,)nen und bestimme ihren Grenzwert.

Aus x1 = 2a > 0 folgt induktiv, dass fiir alle n € N gilt: z, > 2a > 0.
Damit gilt auch

1
Tptl Ty = <2a—|—x—)-xn = 2a-z,+1 > 1.
n

Falls die Folge konvergiert, gilt fiir den Grenzwert

1 1
r= lim x, = nlggo Tpyl = nILI{:O (2@ + —> = 2a + =

n—oo n

Da fiir alle n € N gilt z,, > 2a, so gilt auch z > 2a. Damit lédsst sich  berechnen:

1

—=z—2a

T

z(r—2a) =1

22— 2ax =1

22— 2ax + a®> =1+ d?
(z —a)? =1+ a?

T =2a+ —
X

z—a=+vVa2+1 denn 2>2¢ = z—a>a>0
r=a+Va2+1

[ A

Definiere nun fiir alle n € N d,, als den Abstand des n-ten Folgengliedes zu x:
dp = |z — zp|.
Damit ergibt sich fiir ein n € N

1 1 1 1 Ty — T —x d
dpt1 = —2p1| =20+ - -2a— —| = |- - —| = |—= :’ n‘: b
x Tn, r Ty Ty, TTy Ty
Analog erhilt man also auch d,, = ;lx”ill, und wegen x,x,—1 > 1 (s.0.) erhdlt man
1 dn—1 dn—1
dn+1 = dy-— = 2n7 < n2 .
Ty, R x

Durch erneutes Anwenden dieser Abschitzung ergibt sich

dn—l dn—Q dn—3 dn—3
5 = = — = < -

3Ty _9 ey _oxn_3 T

X

Iterativ gewinnt man so

dy xln falls n ungerade
= fallsn gerade .
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In beiden Fillen ist also der Vorfaktor nicht von n abhéngig, schreibe daher d,, 41 < -5,

wobei ¢ := max {g—i, dl}. Damit gilt fiir alle n € N:

C
0 < d, < i

Da x > 1, gilt lim -% = 0, und mit der Einsperregel folgt hm dp, = lim |z —z,| =0.
n—00 n—00
Damit konvergiert (z,)nen gegen x.

Aufgabe 8.1 Man berechne die Grenzwerte

. 3_6r2 _
a) hmzHg T 63;:312:1: 8

1+i2
14+

b) limg_g

a) Z.B. mit Polynomdivision erhélt man

23 — 622 + 127 — 8 — (2% —dz +4)(z - 2) = 24z 44
r—2 v =2

Wegen lim 22 — 42 4+ 4 = 4 — 8 + 4 = 0 gilt dann auch lim M# =0.
T—2 r—2 x

b) Es gilt
1+5 145 2t at4a?
I B
Damit gilt
4 2 1_|_L
lim 24 —hmx =0 = limu:O = lim :”12 =
x—0 —0 z—0 1’4—|—1 xﬂOl{-F

Aufgabe 8.1 Man berechne die Grenzwerte

. (x+7)2v2+2
©) 1Moo 722 =50z

d) limg—oo(V22 + 32 +1— 1)
¢) Zunéchst gilt
2
wirpoviTr @D VE IR D ie
7227 — 22T 22z (7 2) 7-2 ‘

Es gilt lim % = 0, und daraus folgt:
Tr—00

lim (1+2)° = 1
lim 7— 2 =7
lim 1+ 2 = 1 lim /1 =+/1=1 (nach Satz 6.18)
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Da der Nenner 7 — % fur alle z > % ungleich 0 ist, folgt daraus mit den Rechenregeln
fiir Grenzwerte

2
(z+7)2Vz + 2 (L+3)"y/1+2 1

z—oo T22\/x — 22+\/T z00 2 7

d) Zunichst gilt

22+ 3z +1— a2
(\/x2+3x+1—1:) =
V2+3z+1+=z
3r+1
V2+3z+ 14z

x(3+%)

s(Y142+%+1)

3+

1+24+ L 41

Wegen lim 1 = lim 5 =0gilt lim 34+ 1 =3 und

T—00 T—00 T—00

3.1 3 1
im 1+>+ 5 =1 = lim,/1+>4+5=V1=1
T

T—00 x T—00 €T ;CZ

T—00

3 1
= lim 1+ -+ 5+1=2.
G

Also gilt mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte (da der Nenner fiir alle z € R grosser
als 0 ist)

341 3
lim Va2 +3z+1—2 = lim z = - .

Aufgabe 5.A Sei (ay)nen eine Nullfolge in R mit a,, > 0. Man zeige, da8

((an+1)7)

konvergiert und bestimme den Grenzwert.
Siehe dazu die Musterlosung zu Aufgabe 5 der Probeklausur.
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