Lésung zur 6. Ubung Analysis 1 WS 2000-2001
Aufgabe 6.1 Fiir n € N gilt die Abschétzung
n\mn n\m
6(—) <n! Sen(—) .
e e
Man gebe einen Induktionsbeweis.

Beweis:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt:

Sei n € N.
Induktionsvoraussetzung: Es gelte e (%)n nl < en (ﬁ)n .

<
Induktionsschritt: Zu zeigen: e (”Tfrl)nJrl < (n+1)! < e(n+1) (”H)nJrl .
Fiir alle n € N gilt

n n+1
(i) = o= ()
n n

n
m+1)! = nl-(n+1) > (n+1)-e <E> nach Induktionsvoraussetzung
e

Damit ergibt sich

> (n+1)(g)" (1+%>n mit (1)
_ (n—i—l):—: <n21>n

_ ()"

- o

n+1 n+1
- ()
(&

und
(n+1)! = nl-(n+1) < en (ﬁ)n (n+1) nach Induktionsvoraussetzung
e
1 n+1 nntl
< 1 .
< (1 + n> o (n+1) mit (1)
n+1 n+1 nntl
= ( - > s (n+1)
n+ 1 n+1
= 1
e(n+1) ( . )



Aufgabe 6.2 Man berechne die arithmetischen und geometrischen Mittel der Zahlen e (2)"
und e n (2)". Welches dieser Mittel liefert eine bessere Approximation fiir n! ?

Zur Erinnerung: das arithmetische Mittel zweier Zahlen x, y ist gegeben durch %‘H’, das
geometrische Mittel zweier Zahlen z, y > 0 durch /ry.

Das arithmetische Mittel lautet

e (&) +en ()" _ e (2)"

2 2 e

das geometrische Mittel
2
Ve G en () = (@ = vl
e e e e

Aufgabe 6.4 Es sei (a,,) eine beschrinkte Folge in R mit der Eigenschaft |ay+1 — an| — 0.
Folgt daraus die Konvergenz von (a,) 7

Behauptung: Daraus folgt nicht i. allg. die Konvergenz von (ay,).

Beweis durch Gegenbeispiel:

Konstruiere eine Folge, fiir die gilt:

lag —a1] = 1 } einmal
_ — 1
a3 — as| ? zweimal
lag —az| = p)
las —as| = %
2 —as| = 4 viermal
|a7 — a6] = 1
las —a7| = ;
‘azm_;'_l — a27n| = 2%
: 2™mal
|a2m+1 — a2m+1_1\ = 2%

Verlange zusétzlich 0 < a,, < 1, also die Beschéinktheit der Folge.
Starte mit a; = 0, ae = 1. Dann folgt

lag —a1] = |1-0 = 1

lag —ag2] = Jaz—1] = % — ag—%,denn % Z [0,1].

lag —as] = |a4—%] = % — a4 =0 oder ag4 = 1. Setze aq4 = 0.
las — as| = |as = i = a5 :%



Analog fahrt man fort und wahlt die a; so, dass sie einmal von 0 nach 1 aufsteigen und
dann wieder auf 0 fallen.
Dies fiihrt auf die im Hinweis (Kaballo) angegebene Folge

1
2 9
oder formal:

Zun € N gibt es genau ein m € Ny und ein k € {0, ..., 2™ — 1}, so dass 2" < n < 2m+1
und n = 2™ + k. Damit ist

o — k- 2% , falls m gerade
" 1—k-5& |, falls m ungerade

Nach Definition ist diese Folge beschréinkt (beachte den Wertebereich von k).
Sei n € N. Dann gibt es ein m € Ny und ein k£ wie oben. Fallunterscheidung:

1. Sei k € {0,...,2™ — 2}. Dann gilt

- (k+1)5= — k‘ . Lm} falls m gerade
- 1—(k+1)g: — (1- im)‘ falls m ungerade

=

2. Sei k =2" — 1. Dann gilt

’an—l-l - an|

| | ‘1 —k- 2%‘ = %‘ falls m gerade
a +1 — a = _om m__
" ’O — (1 —k- 2%)‘ = %‘ falls mungerade
1
~|2m

Es gilt also wie gefordert lim |ap4+1 — an| = 0.
n—oo
Weiter gilt aber

(g9i = { 0, falls i gerade = |a9i — a2¢+1| =1 firalle i € N .

1, falls ¢ ungerade

Damit ist die Folge nicht konvergent.

Aufgabe 6.8 Man untersuche die angegebenen Folgen auf Konvergenz und bestimme ggf.
die Grenzwerte.

a)  Vnt+an3 +bn2+ cen —n? fiir a,b,c > 0 c) 3"22—” V3" d) L

=




(\/n4 +an3+bn?+cn— n2> (\/714 + an3 + bn? +cn+n2)

Vnt +and +bn? +en —n? =

Vnd +an3 +bn2 + cn +n?
n* +an3 4+ bn? + en — nt
vnt 4+ an3 +bn2 + cn + n2
an’ +bn? +cen
Vnt + an3 + bn? + cn + n?
nz-(an—i—b—l-E)
Vit U+ &+ e+ &)+ n?

n2-(an+b+ﬁ)

n2.<\/1+%+n%+n—%+1>

an+b+ <

Vitet+h+ s+l

Fallunterscheidung:
1. Fall: a =0
Da nan;O% = nh_)rrgo n% = nh_{go < =0 gilt, folgt nh_)rrgo( n% + n—%) =1 und

(mit Satz 6.18) Tim \/1+ 1 + 4 =

Damit gilt also

[a—y

b+ ¢ b
lim <\/n4+an3+bn2+cn—n2> = lim =— .

n—00 n—00 /1+ _|_ +1 2

2. Fall: a #0
Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte gilt in diesem Fall
b c
a+ o+ o3
lim V/n* 4+ an® +bn2 +cn —n? = lim =00 .
n—oo n—oo

Zunichst gllt 3n%4+/n-3n 3” + vst

Mit lim g—n = lim n?. (2) = 0 und Beispiel 5.7(c) gilt dann lim 3 - g—j =0.

Fiir den zweiten Term ergibt sich

T - )

4




Nach Beispiel 5.7(c) gilt lim n (%) = 0, und mit Satz 6.18 folgt dann daraus

n—oo
lim ¥23% = 0.
n—oo

Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergibt sich also insgesamt

3n? ++vn- 3" 3n? Vn - 3"
tim A i S tim Y 040 =0

n—oo n—oo n—oo

Es gilt nach Satz 6.18: lim a, =a = lim \/a, = /a.

n—oo n—oo
Aus lim % = 0 folgt damit lim % =0 = lim T und mit nochmaliger
n—oo n—oo n—oo
Anwendung der gleichen Regel folgt daraus lim f =0= lim
n—00 n n—00 n

Aufgabe 6.8 Man untersuche die angegebenen Folgen auf Konvergenz und bestimme ggf.
die Grenzwerte.

) =it ) (+5)"

Zun € N gibt es genau ein m € N, so dass 2™~ ! < n < 2™. Bezeichne dieses m
mit ¢(n). Dann gilt

1 (&1 (£(n))? i}
0o < = (; E) < Sl(n)-1 (s. Musterlosung zu Aufgabe 4.5.)

Nach Bemerkung 5.14 ist hm 21 = hm 9. m2 0,

— 00

2 2
d.h.Ve>0 dmoeN Vm>mg gn— = 2,7,’]1 <e.

Sei & > 0. Setze nyg = 2™0. Fiir n > ng ist dann £(n) > myp, und daher

2 2
1 Z” 1 Z" 1 /(n))?
E <k1 E) - ( E) = (QEE”)))l < <

k=1

2’77’!,

S|

2
n
Also ist lim 1 <Z %) = 0, und daher nach Satz 6.18 auch
k=1

n—o0

3
|
8
Ells
[
x| =




Esist lim (1+2)" = e,

n—oo

d.h.Ve >0 dngeN Vn>nyg ‘(14—%)”—6‘
Ist n > ng, so ist auch 2n > ng. Also gilt auch: Vn > ng

. . 1\2n
Das heifit, nlerolo (1 + %) =e

Daraus folgt nach Satz 6.18 (Kaballo)

1 2n
Ve = lim <1+—> = lim (1—!——
2n

n—oo



