Lésung zur 5. Ubung Analysis 1 WS 2000-2001

Aufgabe 5.1 Man untersuche die angegebenen Folgen (a,) auf Konvergenz und be-
stimme ggf. die Grenzwerte:
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. Behauptung: Die Folge a,, = Bt konvergiert gegen 2.
Beweis: Es gilt lim ((—1)" - 1) = 0 und lim # = 0. Daraus folgt mit den
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2. Behauptung: Die Folge (a,,) mit a,, = gﬁiﬁ;ﬁ;, konvergiert gegen 0.

Beweis: Nach Bemerkung 2.1.22 gilt lim —Zi = 0. Nach Satz 1.5.6 gilt 3 (%)n < nl
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Daraus folgt
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3. Behauptung: Die Folge (ay), a, = m ist divergent gegen oo .

Beweis: Es gilt lim 2"77; = 0 nach Bemerkung 2.1.22. Weiter gilt on® > gn?,
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4. Behauptung: Die Folge (a,) mit a, = W konvergiert gegen 0.
n
Beweis: Es gilt lim % = lim n% = lim n—15 = lim % = 0. Daraus folgt mit den
n—oo n—00 n—00 n—oo
Rechenregeln fiir Grenzwerte:
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5. Behauptung: Die Folge (a,,) mit a,, = % und h, = % konvergiert gegen 0.
k=1

Beweis: Wegen h,, > 0 gilt |a,| = |hin| = % = ap.
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d.h. fiir alle C' € (0,00) gilt: Es gibt ein ng € N, so dass > % > C fiir
k=1
alle n > ng.

Damit ist aber a,, = hl = nl <
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Da C' > 0 beliebig war, gilt: Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein ng € N, so dass a, = % <e
fir alle n > ng gilt.

Die Folge konvergiert also gegen 0.
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Aufgabe 5.2 Fiir festes k € N zeige man nh_)ngo 27" (1) =0.

Beweis: Sei k € N beliebig gewihlt.
Fiir alle n € N gilt 27(}) > 0.

Weiter gilt (vgl. Aufgabe 4.6., Teil (4))

() = oty = M oos =TI = o

Es gilt also fiir alle n € N
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Daraus und aus lim 0 = lim 2
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Jim 57 = 0 folgt mit der Einsperregel 2.1.14:
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Aufgabe 5.7 Man berechne die Grenzwerte lim n=2 " k und lim n~3
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Nach Aufgabe 2.3. gilt > k= —n(n;l)
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Also folgt aus lim % =0, lim 1 =1und lim 2 = 2 # 0 und aus den Rechenregeln
n—oo n—oo n—oo
fir Grenzwerte
n 1
1 1 1+ 1+0 1
. —2 . L + . n o _ L
g Sk = g (eg) = g ERE
n
2. ges.: lim n™3 > k%.
n
Nach Aufgabe 2.3. gilt k21 k? = n(n+1)6(2n+1). Daraus folgt
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Aus lim =

57 = 0und lim # = 0 folgt mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte
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Aufgabe 5.3 Es seien (a,) eine Nullfolge und (b,,) eine beschrénkte Folge. Man zeige,
dass auch (a,by,) eine Nullfolge ist.

Beweis:
(an) ist eine Nullfolge, d. h.

fiir alle ¢ > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:  |a,| < e.
(by) ist beschrankt, d. h.
es gibt ein B € R, so dass |b,| < B fiir alle n € N gilt.
Sei € > 0. Dann gilt 5 > 0 und damit existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:

lan] < & .
Daraus folgt fiir n > nyg

lanbn| = lan|-|bn] < Jan|-B <
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und damit ist auch (a,b,) eine Nullfolge.

Aufgabe 5.9 Es sei (b,) eine streng monoton wachsende Folge mit (b,) — oco. Es sei

(an) eine weitere Folge mit
Ap — Anp—1
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Man beweise, dass dann auch

gilt. (Beachten Sie dazu auch den Hinweis in KABALLO auf S. 47.)

Sei ¢, := ap — an—1 und d, := b, — b,_1. Dann gilt fiir n > m > 1:
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und analog > d; = by, — byy—1.
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Zu zeigen ist: lim 7% =/,
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d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:
‘Z—: -l <e.




Sei e > 0.

Dann gibt es nach Voraussetzung ein 7, so dass fiir alle n > ng gilt:
also £ — 5 < 3 </l+3.

= Vn > ng: (€ — %) d, < ¢ < (E + %) -dy, da nach Voraussetzung d,, > 0.
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Sei nun m € N beliebig mit m > fg. Dann erhélt man durch Aufaddieren der Unglei-
chungen fiir n € {ng +1,...,m}:

(E—%)- i dn < i cn<<€+%>‘ i dy .
n=no+1 n=ng+1 n=nop+1
Mit (1) ergibt sich:
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— (E—%)-bm < amfaﬁﬁbﬁo.(eff) und
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Weiter ist lim ——————= = 0, da der Zdhler konstant ist und der Nenner gegen oo
m—00 m
geht.
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Also gibt es ein 11, so dass fiir alle m > ny gilt: —5 < — <3 -
Setze nun ng := max{ng, 71 }.
Sei jetzt n € N und n > ng beliebig. Dann gilt
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Daraus folgt
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Da e > 0 beliebig war, ist lim 7* = ¢, und damit gilt die Behauptung.
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