Losung zur 4. Ubung Analysis 1 WS 2000-2001

Aufgabe 4.1 Man zeige die folgende Variante der Bernoullischen Ungleichung: Fiir 0 < x < 1 und
n € N gilt

1
1—-2)" < .
( )" < 1+nz
Beweis: Durch vollstindige Induktion.
Induktionsanfang: n = 1:
1 1—2)(1 2
1—-z< — — ( z)(1+2) >0 < x > 0. Diese Aussage ist richtig.
1+ 1+ 1+ x
oder:
l—pe 1-2)(1+2x) _ 1—2? < 1
1+ 142z 142
Sei n € N.
Induktionsvoraussetzung: Es gelte (1 — z)" < 17—
Induktionsschritt: Zu zeigen: (1 — z)"*! < m
1-2)" = (1-2)" (1-2)
1
< (1—-x) nach Induktionsvoraussetzung; 1 —z > 0.
14+ nx
1 1
< . siehe Induktionsanfang; > 0.
1+nx 14z 1+nx
B 1
14 nx+2+na?
1
< - denn nz? > 0.
l+nz+z
_ 1
14+ (n+ )z’

Aufgabe 4.2 Man zeige die folgende Verallgemeinerung der Bernoullischen Ungleichung: Sind
T1,...,Tn € Rmit —1 <z <0 fiir alle k£ oder x, > 0 fiir alle &, so gilt

n

[Ta+az) =1+ a

k=1 k=1

Beweis: Durch vollstandige Induktion.
1 1
Induktionsanfang: n=1: [[(1+azx) =1 4+z1) > 1+z1 =14+ > a4
k=1 k=1
Sei n € N.

Induktionsvoraussetzung: Es gelte [[ (1 4+ax) > 1+ > xi.
k=1 k=1



n+1 n+1
Induktionsschritt: Zu zeigen: [[ (14 xx) > 14 Y k.

k=1 k=1
n+1 n
[Ta+2) = Q+2ng)- H 1+ x)
k=1 k=1
> (14 2pt1) (1 + Z xk> nach Induktionsvoraussetzung; 1 + 11 > 0.
= 1+ Zxk + Tpy1 + Tpg1 - (Zm)
k=1 k=1
n+1 n
k=1 k=1
Nach Voraussetzung haben alle xj, gleiches Vorzeichen, d. h. ,, 11 -z > 0 fiir alle k € {1,...,n+1}.
Daraus folgt aber 2,41 - <Z xk> =Y Tpp1xr > 0.
k=1 k=1

n+1 n n+1
Damit gilt 1+ > zx + Tptq - (Z xk> > 14 > xp, und daraus folgt die Behauptung,.
k=1 k=1 k=1

Aufgabe 4.4 Die Folge

ist streng monoton fallend, und es gilt

fir alle n, m in N.

n+1 n
Beweis: Zu zeigen: ;55 + > 77 < i };_:1 =
= < = = = — — — —
n+1+ k2 n+zk2 Zk‘2+(l+n)2 n+zk2 n+1
k=1 k=1 k=1 k=1
1 1 1 1
m+1)2 n n+l n-(n+1)
1 1

<~ <
n+1

— n+1>n

<= 1> 0, und das ist eine wahre Aussage.

Alternativ kann man auch a, 1 — a, = n+1 + Znﬂ = — (L + Y0, &) <0 zeigen.



2. Behauptung: Es gilt Z < L4+ 3> Lfirallen, meN.

Beweis: Fallunterscheldung
1. Fall: Sei 1 < n < m. Dann gilt

SERDREC]
k2 — m k2
k=1

1 "1 1
k=1 k=n+1
_1 1
T om k2
k=1

2. Fall: Sei 1 <n =m. Es gilt
1 1 I =1
@ T XmE S atlme
k=1 k=1
3. Fall: Sei 1 < m < n. Da die Folge streng monoton fallend und m < n ist, gilt:
I 1 1 1 "1
— - > = — > — .

Damit ist die Behauptung fiir alle moglichen Félle bewiesen.

o~

Aufgabe 4.5 Man zeige, daf} die Folgen

neN
beschrénkt sind.
1. Behauptung: ( ) ist beschrénkt.
neN
Beweis: Da % <1 1st gilt
11 1< 1
0o < - - < = 1 = - = 1
T n k. — n Z n "
k=1 k=1
Also ist die Folge nach unten und nach oben beschrinkt.
n 2
2. Behauptung: (% (Z %) ) ist beschrankt.
k=1 neN
Beweis: Sein < 2™.
n 2M—1
1 1 11 1 1 1 1 1 1
hp = ) - < - = l4+-F+-+-F-+-+-+-+...
;k - k:lk +2+3 4+5 6+7+8+ +2m—1
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m—1 [2kti_1 1 1 1
. k
< Z ok denn j > 2 — 3 < ok
k=0 j=2k
m—1
- ok . i
= o
k=0
m—1
= 1
k=0
= m.

Zu n € N gibt es genau ein m € N, so dass 2~ < n < 2™, Fiir dieses m gilt:

2
| m? m>
S T

k n am—1

k=1

- h: 1
m = L=
n n

IN

hy =
k=1

=

2

Wir zeigen: Die Folge (Qf,l

) ist monoton fallend:
meN,m>3

m? (m—|—1)2_2m2—m2—2m—1_(m—1)2—2>(3—1)2—2 2

gm—1 o 2(m+1)—1 - om - om - om = om >0 .
Also gilt fiir m > 3: 25, < B = 9
Fir m =1 gilt: 2’7,?—:: 211: =1< %.
Fiir m = 2 gilt: 207 = 27 =2 < 9.

Insgesamt gilt also fiir alle n € N:
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Aufgabe 4.6 Man zeige fiir n € N die Ungleichungen:

1 1\" 1\" 2
1-—<|1-—=) 1< |1+—) <1+ -
n? n? n

1. Behauptung: 1-— % < (1 — i)n fir alle n € N.

n2
Beweis: Setze in der Bernoullischen Ungleichung = = —%

Damit gilt:
1\" 1 1

damit ist die Folge beschrankt.
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2. Behauptung:
Beweis:

3. Behauptung:
Beweis:

4. Behauptung:
Beweis:

Daraus folgt

(

n

k

(1—#)n§ 1 fiir alle n € N.

Es gilt

1
0<1-—5<1 = (
n

1< (1+#)n fiir alle n € N.

Es gilt

1
1§1—|——2
n

(1+-%)" <1+ 2 fir allen € N.

)_

Fiir alle n, k € N mit n > k gilt:

n! n! B

M (n— k)=

(n—k)!

IN

IN

IA

n

IT i<

j=n—k+1

n

I[ n=n*

j=n—k+1



