Lésung zur 2. Ubung Analysis I

Aufgabe 2.2 Rechnen Sie nach:

Zak+zak+1—am+2 Z Qg + Gpy1
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Behauptung: Sag+ Y arr1=am+2 > aptapnts firn>m
k=m k=m k=m+1
Beweis:
n n n n+1
E ag + E ag+1 = ak + E ak
k=m k=m k=m k=m+1
n n
= Am + E ag | + E Ok + Gn+1
k=m-+1 k=m+1
n
= am+2 E ag + apy1
k=m+1
2n n n n—1
Behauptung: 1T ax: I a2 = [] a§k~ I] ask+1 firn>m
k=2m k=m k=m k=m
Beweis:
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Aufgabe 2.3 Beweisen Sie durch Induktion: Fiir alle n € N gilt:

" _ n(n+1)
S - ot
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Zk B 6
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Behauptung: Fiir alle n € N gilt Z k= "(”H)

Beweis: Durch vollstindige Induktlon uber neN:
Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt

Zn:k:zl:’lezl-z:1(1+1):n(n+1)
2 .

2 2
k=1 k=1

n(n+1) )

Induktionsvoraussetzung: Es gelte E k===

=1
Induktionsschritt: Z. z. E k= M

n+1
k= Z E+(n+1) = w +(n+1) (nach Induktionsvoraussetzung)
k=1 k=1

n?+n+(2n+2)

2
n2+3n+2 _ (n41) ("+2)
2 - 2 :

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N bewiesen.

. .. . n _ n(n+1)(2n+1)
Behauptung: Fiir alle n € N gilt ) k? = 2520,

k=1
Beweis: Durch vollstdndige Induktion iiber n € N:
Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt

n 1
Zk2:zk2:1:1.6:1~2-3:n(n+1)(2n—|—1).
- 2 6 6 6

n
i : 2 _ n(n+1)(2n+1)
Induktionsvoraussetzung: Es gelte Eﬁ k* = ———g—=.

Induktionsschritt: 7. 7. nil ]{72 _ (n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1) _ (n+1)(n+2)(2n+3)
k=1
n+1
Yk = Z K2+ (n+1)? = n(n+1)(2n+1) + 6(n+1) nach Ind.vor.

(n+1)(n(2n+1)+6(n+1)) _ (nd1)(2n? +7n+6) _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6 :

Damit gilt die Behauptung fiir alle n € N.

Behauptung: Fiir alle n € N gilt Z 13 — n® n+1)

Beweis: Durch vollsténdige Induktlon uber neN:
Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt

T L L
4 4 4

n 2 2
Induktionsvoraussetzung:  Es gelte > k% = %.
k=1

Induktionsschritt:  Z. z. nil k3 = ("H)Z((ZH)H)Z = ("+1)24("+2)2.

n+1 B
3 A R— Z k3 + +(n+ )3 = "2("4"'1)2 + 4(”11)3 nach Ind.vor.

(n+1) (n?2+4(n+1)) _ (n+1)%2(n*4+4n+4) _ (n+1)?(n+2)2
4 - 4 - 4 .

Damit ist die Behauptung fiir alle n € N gezeigt.



Aufgabe 2.4 Berechnen Sie

n

> (2k —1) und Zn:@k —1)2

k=1 k=1
Benutze dabei die Ergebnisse aus Aufgabe 2.3.
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Aufgabe 2.5 Fiir welche n € N gilt:

a) 2" >n2  b)3¥ <28 o) [l k< n"E 2

(a) Fiir welche n € N gilt 2" > n? ?

Einsetzen:
n=1 2'=2 > 1=12 = Die Aussage ist fiir n = 1 erfiillt.
n=2 22=4 = 22
n=3 23=38 < 9=32
n=4 21=16 = 42 = Die Aussage ist fiir n € {2, 3,4} nicht erfiillt.

Behauptung: Fiir alle n > 5 gilt 2" > n?.

Beweis:  Durch vollstédndige Induktion.
Induktionsanfang: n =5 2" = 2°% = 32 > 25 = 52 = n?
Sein > 5.

Induktionsvoraussetzung: Es gelte 2" > n?2.
Induktionsschritt: Zu zeigen:  2"F! > (n +1)2.

(n+1)? = n?+2n+1
< n?+in?41 dan>4<+=n?>4n
< 2"+ ;2” +1 nach Induktionsvoraussetzung
= 2m42nl 4
< 2n42nlyon=l dal < 277! fiir n > 2

2n(1+ 271 +271)
mn L9 = 2n+1



Die Ungleichung ist also fiir n =1 oder n > 5 erfiillt.

(b) Fiir welche n € N gilt 32" < 23" ?

Einsetzen:
n=1:
32" =32 =9 > g8=23 =29,
= Die Aussage ist fiir n = 1 nicht erfiillt.

n=2:

32" =32 =34 =81 < 512=29=22 =2%"
= Die Aussage ist fiir n = 2 erfiillt.

Behauptung: Fiir alle n > 2 gilt 32" < 23",

Beweis: Durch vollsténdige Induktion.
Induktionsanfang: n = 2: s. o.

Sei n > 2.

Induktionsvoraussetzung: Es §elte 32" < 23"

Induktionsschritt: Z. z. 32" < 23"
g2" . g22 (32")2
< (2%7)? nach Induktionsvoraussetzung
_ o2

< 933" _ 2371+1.
Die Ungleichung ist also fiir n > 2 erfiillt.

(c) Fiir welche n € N gilt [] k% < n™2 " ?
k=1

Einsetzen:
n=1:

1(1+41)

1
[[kF=1=1'=1">5".

k=1

— Die Aussage ist fiir n = 1 nicht erfiillt.

n=2:

2 2.3
[[kF=22=4 < 8=232=27.
k=1
= Die Aussage ist fiir n = 2 erfiillt.

n(n+1)
2 .

Behauptung: Fiir alle n > 2 gilt [[ k¥ <n
k=1

Beweis:  Durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: n = 2: s. o.
Sein > 2.

n
Induktionsvoraussetzung: Es gelte [] k¥ <n
k=1

n(n41)
2 .



n 1 n n
Induktionsschritt: Z. z. [] k* < (n + 1)%

+
k=1

n+1

[[K = Tk (n+ 1)
k=1 k=1

“n(n+1)
n- 2

(n+ 1)ntt nach Induktionsvoraussetzung
< (n+ 1)n<n2+1> (n + 1)+

k
1 (n 4 1)t

fiseE

= (n+1)

b

k (n+1)(n+2)
2 .

Die Ungleichung ist also fiir n > 2 erfiillt.

Aufgabe 2.6 Zeigen Sie fiir n € N

n

Z(Z):Q"und ;(—1)’“(2):0.

k=0
Behauptung: Fiir n € Ngilt Y (}) =2
k=0

Beweis: Nach dem binomischen Lehrsatz (Satz 1.2.15) gilt:

(x+y)" = i (Z) " Ryk,

k=0
Damit folgt:

2" = (1+41)" i (Z)l”klk = i <Z)

k=0 k=0

Behauptung: Fiir n € N gilt > (—1)* (Z) =0.
k=0

Beweis: FEbenso mit dem binomischen Lehrsatz gilt:

o=<1—1>”=<1+<—1)>”:i(Z)l”—’%—l)’“: 3 (7)o~

k=0 k=0

Aufgabe 2.7 Endliche Mengen M C R besitzen ein Minimum und ein Maximum.
Beweis: Durch vollstdandige Induktion iiber die Méchtigkeit von M.

Nach Bem. 1.3.19 ist eine Menge M genau dann endlich, wenn es ein n € N und
eine Bijektion a : {1,2,3,...n} — M gibt. Somit wird die leere Menge nicht als
endlich angesehen, und M besitzt mindestens ein Element.

Induktionsanfang:

M habe die Miichtigkeit 1, d.h. M = {a} fiir ein a € R.
Dann gilt a = max M = min M.

Sei n € N.
Induktionsvoraussetzung:

Jede Menge M C R der Michtigkeit n habe ein Minimum und ein
Maximum.



Induktionsschritt:

Sei M C R mit Méchtigkeit n + 1.
Zu zeigen: M besitzt ein Minimum und ein Maximum.

M = {x1,29,...,2,41} mit 2 € R fiir alle k € {1,2,...,n + 1} und
Betrachte M’ := {x1,...,2,}. M’ besitzt die Méchtigkeit n, und damit
nach Induktionsvoraussetzung ein Minimum und ein Maximum.

Setze also a := min M’ und b := max M’. Nach Def. des Minimums bzw.
Maximums (Def. 1.1.11) gilt dann a < zj, <b fiir alle k € {1,...,n}.
Da x,,41,a und b reelle Zahlen sind, folgt aus Bem. 1.1.10:

Es gilt entweder b < x,,41 oder z,41 < b und es gilt entweder z,,41 < a
oder a < Tp41.

Fir das Maximum:

1. Fall: Es gelte b < x,,41.

Wegen der Transitivitdt und Reflexivitdt von < gilt
dann Vk € {1,2,...,n+1} xp <b<mpyq
=  Tp41 =max M.

2. Fall: z,11 < b
Dann gilt Vk € {1,...,n 4+ 1} =z, < b und damit
b = max M.

Fiir das Minimum:

1. Fall: Es gelte z,,+1 < a.

Wegen der Transitivitdt und Reflexivitdt von < gilt
dann Vk € {1,2,...,n+ 1} z,41 <a<zyg
=  Tp41 =min M.

2. Fall: a < 41

Dann gilt Vk € {1,...,n+ 1} a < z; und damit
a =min M.



