Lésung zur 1. Ubung Analysis I

Aufgabe 1.1 Fiir Mengen A, B und C zeige man (ANB)UC = (AUC)N(BUC(C)
und C\ (ANB)=(C\A)U(C\B).

Seien also A, B und C' Mengen.
Behauptung: (ANB)UC =(AUuC)N(BUC)
Beweis:
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Behauptung: C\ (AN B)=(C\ A)U(C\ B)
Beweis:
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Aufgabe 1.2 Es sei A die Menge der geraden und B die Menge der durch 3 teil-
baren Zahlen. Man bestimme die Mengen AN B und B\ A.

Es ist also:
A = {x €Z| xist Vielfaches von 2}
B = {z€Z]|xist Vielfaches von 3}
Daraus folgt:
ANB = {zx€Z]|x ist Vielfaches von 2 und von 3}

{z € Z | = ist Vielfaches von 6}
und

B\ A = {z€Z]|ux ist Vielfaches von 3 aber nicht von 2}
= {x € Z | z ist ungerades Vielfaches von 3}

Somit ist AN B die Menge aller durch 6 teilbaren Zahlen und B\ A die Menge aller
ungeraden durch 3 teilbaren Zahlen.



Aufgabe 1.4
(a) Fiir a € R zeige man |a| = max{a,0} + max{—a, 0}.

(b) Fiir a,b € R zeige man
1
max{a, b} = i(a +b+|a—10|)

und 1
min{a, b} = 5(@ +b—la—1b)

(a) Sei also a € R.
Behauptung: |a| = max{a, 0} + max{—a,0}
Beweis: durch Fallunterscheidung.
1. Fall: a > 0, d. h.
la| = a, max{a,0} = @ und max{—a,0} = 0.
Dann gilt:
la| = a = a 4+ 0 = max{a, 0}4+ max{—a, 0}.
2. Fall: a < 0, d. h.
la| = —a, max{a,0} = 0 und max{—a,0} = —a.
Dann gilt:
la| = —a = 0 + (—a) = max{a, 0}+max{—a,0}.
(b) Seien a,b € R.
Behauptung: max{a,b} = 3(a+b+ |a —b|)
Beweis: durch Fallunterscheidung.
1. Fall: a > b, d. h.
a—b>0= |a—bl =a—bund max{a,b} = a.
Dann gilt:
sla+b+]a—0b)=2%(a+b+a—b)=3(2a) =a=max{a,b}.
9. Fall: a < b, d. h.
a—b < 0= |a—b| = —(a—b) = b—a und max{a,b} = b.
Dann gilt:
fa+b+]a—0b)=2%(a+b+b—a)=3(2b) =b=max{a,b}.
Alternativer Beweis: Es gilt
max{a,b} = max{a —b,0} + b
und
max{a,b} = max{0,b — a} + a.
Durch addieren der zwei Gleichungen erhalten wir
2 - max{a,b} = max{a — b,0} + max{0,b —a} +a+b

und daraus

max{a,b} = (max{a —b,0} + max{—(a —b),0} +a+ b)
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Behauptung: min{a,b} = 1(a+b— |a — b])
Beweis: durch Fallunterscheidung.



1. Fall: a < b, d. h.

a—b<0=l]a—b=—(a—b) =b—aund min{a, b} = a.
Dann gilt: i(a+b—la—0b]) = %(a—l—b—(b—a))
= zZ(a+b—b+a)

= %(20,) = a = min{a, b}

2. Fall: @ > b, d. h.
a—b>0= |a—b|=a—>bund min{a,b} =b.

Dann gilt: i(a+b—la—0b]) = %(a +b—(a—0))
= ?(a +b—b+a)
= 5(20) = b= min{a, b}
Alternativer Beweis:
min{a,b} = —max{—a,—b}
1
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Aufgabe 1.5 Welche Zahlen = € R erfiillen die Ungleichungen 2 +1 < 2|z| < 2+ 2
bzw. |5z + 3| — [3x —2| > 57

(a) gesrallez € Rmit x +1 < 2lz| <z +2
Betrachte dazu 2 Falle:

1. Seiz>0=|z| ==
Weiter gilt dann:
r+1<2x<=1<zund2x<zx+2<= 1z <2,
dhl<x<2
2. Seir < 0= |z| = —=x
Weiter gilt dann:
T+1< 2= 1< 3z —3
<42« <2<z >
dh -2<z<-%

Darausfolgt]L:{xeR|—§§x§— vi1<az<2}
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(b) ges.: alle x € R mit |52+ 3| — |32 — 2| > 5
Vorbetrachtung;:

be+3|=brx+3<=5bx+3>0<=brx>-3<=a>-3
Bz -2 =3z-2<=32-2>0<=30>2<2>3

Fallunterscheidung:

1. SeixZ—%/\xZ%,alson :
Daraus folgt:

win

[px 43| -3z —-2|>5 <= bxr+3—-3x+2>5
20 +52>5

20 >0

z >0
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Mit der Voraussetzung fiir diesen Fall ergibt sich also = > %



2. Sel z < —% A x > %: Dieser Fall kann nicht eintreten!
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3. Selxz—g/\x<§,also—5§m<§

Daraus folgt dann

[px+3|—13z—2|=52x+3+3x—-2 = 8r+1>5
— 8r>4

N | =

= x>

Mit der Voraussetzung fiir diesen Fall ergibt sich also % <z < %
4. Seix<—%/\x<%,alsox<—%
Dann gilt

5z +3|— 13z —-2|=-bx—-3+3x—-2 = —2x-5>5
<— —2x>10
<— < -5

Durch Vereinigung der Losungsmengen der einzelnen Fille ergibt sich
L={zeRz<-5va>1}.

Aufgabe 1.6 Die Distanz d(z,y) := |x — y| reeller Zahlen hat die folgenden Ei-
genschaften:

(a) d(z,y) > 0;d(z,y) =0 2=y
(b) d(z,y) = d(y,z)
(c) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

Verwenden sie nur die Rechenregeln fiir den Betrag.

Die benétigten Rechenregeln fiir den Betrag finden sich in Satz 1.1.16 aus den

Vorlesungsnotizen:
(a) z—yeR = d(z,y)=|r—y| >0 Regel (1)
dlz,y)=lr—y|=0 <= z—-y=0<=ax=y Regel (2)

(b) dlx,y) = |r—yl=1-lz—yl=|-1] |z -y
= |-(-y) Regel (3)
= ly—azl=dy2)

(¢) dz,y) = |lz—yl=lzr+0—y|l=lxr—2+2z—y| denn —2+2=0 VzeR
= |(xz—2)+(z—vy)| Assoziativitdt der Addition
< rz—z|+|z—y Regel (4) (A - Ungleichung)

d(z, z) +d(z,y)



