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1 Zahlen und Funktionen

1.1 Reelle Zahlen

Die folgenden Mengen von Zahlen werden als bekannt vorausgesetzt:

N ={1,2,3,4,5...} natiirliche Zahlen

No = NU {0}

Z ={..—-2,-1,0,1,2...} ganze Zahlen

Q = L lpez qe N} rationale Zahlen

Q. = ’é pEZ,p#0,q¢€ N} rationale Zahlen ungleich Null
Qt = L lpeNo, g€ N} nichtnegative rationale Zahlen
Qf = g peN geN } positive rationale Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R.

Ziel 1.1.1 Wir werden die reellen Zahlen R durch ihre Eigenschaften charak-
terisieren. Diese Eigenschaften lassen sich auf wenige Axiome zuriickfiihren, die
in die folgenden Gruppen unterteilt werden:

die Korperaxiome (K1)-(K11),

die Axiome (01)-(03) fiir die positiven Zahlen,
das archimedische Axiom (A),

das Intervallschachtelungsprinzip (I).

Die reellen Zahlen bilden das Fundament des Gebidudes Analysis, das wir bau-
en wollen. Fiir das Fundament geben wir nur die Anforderungen in Form der
Axiome an und vertrauen vorerst den Konstrukteuren (Richard Dedekind 1872
und Georg Cantor 1883).

1.1.1 Korperaxiome
Die Menge R geniigt den K6rperaxiomen:

Definition 1.1.2 (Koérperaxiome.) (K1) Je zwei Elementen a, b € R ist

eindeutig ein FElement a + b € R zugeordnet, das Summe von a und b
heift.

(K2) Fira, b, c € R gilt das Assoziativgesetz

(a+b)+c=a+ (b+c).



(K3) Es gibt ein Element 0 € R, so dafs fir alle a € R gilt

a+0=a.

(K4) Zua € R gibt es x € R mit a+z = 0.
(K5) Fiir a, b € R gilt das Kommutativgesetz

at+b=b+a.

(K6) Fiir a, b € R ist eindeutig ein Element ab € R zugeordnet, das Produkt
von a und b heifst.

(K7) Fiir a, b, c € R gilt das Assoziativgesetz
(ab)c = a(bc).
(K8) Es gibt ein Element 1 € R\ {0}, so daf fir alle a € R gilt
al =a.
(K9) Zua € R\ {0} gibt es x € R mit ax = 1.

(K10) Fira, b€ R gilt das Kommutativgesetz
ab = ba.

(K11) Fira, b, c € R gilt das Distributivgesetz

(a4 b)e = ac+ be.

Eine Menge mit den Eigenschaften (K1) - (K11) heifit ein Korper.
Aufler den reellen Zahlen gibt es noch viele weitere Korper, die zum Teil ganz

andere Eigenschaften haben:

Beispiele 1.1.3 1. Die rationalen Zahlen @Q mit der iiblichen Addition und
Multiplikation bilden einen Korper.

2. Die komplexen Zahlen C bilden einen Korper. In C gibt es eine Zahl ¢ mit
2
1° = —1.

3. Die Menge Zs bestehend aus den zwei Elementen 0 und 1 und den folgen-
den Verkniipfungen ist ein Korper:

+10 1 0 1
010 1 0,0 O
111 0 110 1

In Zy gilt 1 = —1.



Bemerkung 1.1.4 1. Aus den Koérperaxiomen folgen alle weiteren bekann-

ten Rechenregeln fiir Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
von Zahlen.

. Die Losung der Gleichung (K3) a + = = 0 ist eindeutig. Wir nennen die

Losung den negativen Wert von a und bezeichnen sie mit —a. Differenzen
definieren wir wie iiblich als b — a := b+ (—a).

. Die Losung der Gleichung (K9) az = 1 ist eindeutig. Wir nennen die

Losung den Kehrwert von a und bezeichnen sie mit é Briiche definieren
wir wie {iblich £ := b1.

Wir benutzen die Potenzschreibweise a™ fiir das n-fache Produkt von a
mit sich, setzen a™" = ain und verwenden die bekannten Rechenregeln
fiir ganzzahlige Potenzen. Insbesondere setzen wir a® := 1 fiir alle a € R.

1.1.2 Geordnete Korper

Die Menge der positiven Zahlen kann wie folgt axiomatisch eingefiihrt wer-

den:

Definition 1.1.5 (Geordneter Kérper)

(O1) Es gibt eine Teilmenge P C R, so daf8 fir alle a € R genau eine der

folgenden drei Mdéglichkeiten zutrifft:

a=0, aeP, —acP.

(02) P ist abgeschlossen unter der Addition, d.h. fir a,b € R gilt a+b € P.

(03) P ist abgeschlossen unter der Multiplikation, d.h. fira,b € P gilt ab € P.

Bezeichnung Wir werden spéter die Menge der positiven reellen Zahlen mit
R; bezeichnen oder als offenes Intervall (0, 00) schreiben.

Ein Korper, der die Ordnungsaxiome (O1) - (O3) erfiillt, heifit ein geordneter
Korper.

Beispiele und Bemerkungen 1.1.6

1.

In einem geordneten Korper ist fiir alle a # 0 das Quadrat a? € P, speziell
ist 1 € P. Die Korper C und Zs sind also keine geordneten Koérper.

.AusaEPfolgtéeP.



3. Essei n € N. Mit 1 € P ist auch die Summe von n Einsen positiv. Jeder
geordnete Korper enthélt die natiirlichen Zahlen N und damit auch die
ganzen Zahlen Z und deren Quotienten, die rationalen Zahlen Q.

4. ZNP =N

5. Eine rationale Zahl %’ ist genau dann in P, wenn p, ¢ € N. D.h. PNQ = Q.

1.1.3 Anordnung

Wir arbeiten im allgemeinen nicht mit den Axiomen (O1)-(03), sondern mit
den entsprechenden Regeln fiir die Anordnung;:

Definition 1.1.7 (Anordnung.) Wir definieren eine Anordnung auf R durch
a<b & b—acP
und fiihren die Notation
a>b & b<a

ein.

Die Anordnung von R driickt sich geometrisch in der vertrauten Darstellung
der reellen Zahlen auf der Zahlengeraden aus: Dabei bedeutet a < b, da3 der
Punkt a links vom Punkt b liegt.

Die Addition x — z + b wird zur Verschiebung (Translation) um die Strecke b
und die Multiplikation & — b mit einem b > 0 zur Streckung um den Faktor
b.

Man veranschauliche sich die geometrische Aussage der folgenden Regeln.

Feststellung 1.1.8 (Rechenregeln fiir Ungleichungen.)

1.ae P& a>0.

2. Fir beliebige reelle Zahlen a,b gilt genau eine der drei Relationen

3. Aus a < b und b < ¢ folgt a < ¢ (Transitivitdt der Anordnung.)




a+c<b+c firjedesceR

ac < be falls ¢ >0
Aus a < b folgt ac > be falls ¢ < 0

1 1

Sl falls a >0

b a

5. Man kann Ungleichungen addieren:

Aus a < b und c < d folgt a+c < b+d.

6. Ungleichungen zwischen positiven Zahlen kann man multiplizieren:

Aus 0 < a < b und 0 < c < d folgt ac < bd.

7. Es setenn € N und 0 < a, 0 < b. Dann gilt

a<b & ad"<d

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 8.

Bezeichnung 1.1.9 Wir fiihren eine abkiirzende Bezeichnung ein:

b<a & b<aoderb=a

und entsprechend

Bemerkung 1.1.10 (zur Relation <)
1. Fiir beliebige reelle Zahlen a, b ist

entweder a <b oder a>b.

2. Die Aussage a < b ist die Negation der Aussage b < a.

Man kann eine Aussage a < b beweisen, indem man den die Annahme
b < a zu einem Widerspruch fihrt



3.

Aus a <bund b > a folgt a = b (Antisymmetrie).

Diese Schluffweise wird hdufig benutzt, um kompliziertere Identititen zu
beweisen, die man nicht durch durch einfaches Anwenden von Formeln
erhalten kann.

. Wenn

a<b+efirallee >0
gilt, dann ist
a <b.

Wenn man den Punkt b ein wenig nach rechts riickt, lifit sich die Abschdtzung
oft leichter zeigen

1.1.4 Minimum und Maximum

Definition 1.1.11 (Minimum und Maximum.)

FEs sei M C R.

1.

Eine Zahl a € M heifit Minimum von M, falls fir alle x € M gilt:
a < x. Man bezeichnet das Minimum von M mit min M.

FEine Zahl b € M heifst Maximum von M, falls fir alle x € M gilt:
z < b. Man bezeichnet das Mazimum von M mit max M.

Bemerkung 1.1.12 (Minimum und Maximum)

1. Sind a7 und ao Minima von M so ist a1 = as.

Ebenso sind Maxima eindeutig bestimmt.

2. Wenn M ein Minimum hat, so ist min M das kleinste Element von M.

Wenn M ein Maximum hat so ist max M das grofite Element von M.

Beispiele 1.1.13 (Minimum und Maximum)

1. I={x € R|0 <z <1} besitzt kein Minimum und kein Maximum.

2. FirJ={z eR|0<a <1} gilt

minJ =0 und maxJ =1.



3. Die Mengen 0, N, Z, Q und R haben kein Maximum. Es ist minN = 1.
4. M habe ein Minimum. Dann hat die Menge
—M:={zeR|—xe€ M}
ein Maximum und es gilt

max(—M) = —min M

1.1.5 Betrag

Definition 1.1.14 (Betrag.) Der Betrag einer reellen Zahl a wird definiert

durch
la = a fir a>0
" | —a fir a<0

Bemerkung 1.1.15 1. Fiir a € R gilt
|a| = max{a, —a}
2. Fiir a,b € R gilt
ol <o & —[pl<a<|b|

3. Fir a,b,z,y € R gilt:

a<z<bunda<y<b = J|z—y|<|b—a|l=0b—a.

Bei der Darstellung der reellen Zahlen auf der Zahlengeraden mifit |a| den Ab-
stand des Punktes a zum Nullpunkt und |a — b| miit den Abstand der Punkte
a und b.

Viele Rechnungen mit Betrigen beruhen nur auf dem Abstandsbegriff und be-
nutzen nicht die Definition des Betrages.

Rechnungen, die auf den folgenden Regeln fiir einen Betrag beruhen, lassen sich
problemlos auf den Abstand komplexer Zahlen und weitere Abstandsbegriffe
iibertragen.

Satz 1.1.16 (Rechenregeln fiir den Betrag.) Fiir a, b € R gelten:

1. la|] >0

2. la]=0<a=0



3. |abl = 0]

4. la+0b| < |a|+ |b| (Dreiecksungleichung)
Zum Beweis siehe Vorlesung oder | ,S. 9.

Korollar 1.1.17 Fiir a, b € R gilt

llal = [6]] < la — b].

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S, 9]

Beispiele 1.1.18
Fiir die Menge
M:={xeR | |z-3||lz+3]|<16}
gilt
reM & —-5<ax<b.

1.2 Vollstiandige Induktion
1.2.1 Summen und Produktzeichen

Summen von endlich vielen reellen Zahlen nennt man im Unterschied zu den
noch zu behandelnden unendlichen Reihen auch endliche Summen oder endliche
Reihen.

Summen werden mit Hilfe des Summenzeichens abgekiirzt:

Bezeichnung 1.2.1 (Summenzeichen) 1. Es seien m,n € Z und m <
n. Wir schreiben die Summe der Zahlen ay,, ami1,---,a, € R mit dem
Summenzeichen:

n
Zak = Om T+ Omt1 + QGmy2 T F Ap—1 F an.

k=m

2. Man nennt
m  untere Summationsgrenze
n  obere Summationsgrenze,
k  Laufindexr oder Summationsindex,
ar  Summand.

Die Anzahl der Summanden ist n — m + 1.




3. Eine formale Erweiterung des Summenzeichens ist die leere Summe:
Eine Summe bei der der obere Summationsindex kleiner als der untere
Summationsindex ist, heiit leere Summe. Die leere Summen wird als 0
definiert.

Bei der leeren Summe wird nichts addiert, die formalen Summanden miissen
nicht einmal definiert sein.

Ein Beispiel einer leeren Summe ist

1
0= k#104+9+ - +1.
k=10

Beispiele 1.2.2 (Summenzeichen)

Zxk = 14z+22+---+2" (geometrische Reihe),
k=0
10
1 1 1
27k — 14—
;) +2+4+ +1024’

Z cr10F wobei ¢ € {0,1,...,9}, m,n €Ny (Dezimalzahl)
k=—m

n

g akxk = ao+a1x+a2x2+---anm
k=0

" (Polynom vom Grad n),

m—1
Zak = 0 (leere Summe)
k=m

Feststellung 1.2.3 (Rechenregeln fiir endliche Summen)

1. Auf die Bezeichnung des Index kommt es nicht an:
n n
S o=
k=m j=m

2. Verschiebung des Laufindex:

n n+l
Sw= 3
k=m j=m+l

Die Summationsgrenzen miissen entgegengesetzt verschoben werden.




. Das Assoziativgesetz gilt: Wenn l,m,n € Z und | < m <n ist so gilt

m—1 n

n
ap + Z ap = Zak.
k=m k=l

Beachte, das Summenzeichen bindet stirker als das ‘“+’-Zeichen.

k=l

. Das Kommutativgesetz gilt: Bei einer Umordnung (Permutation) der
Summanden dndert sich der Wert der Summe nicht.

. Beispiel: umgekehrte Reihenfolge der Summanden:
n n

> =Y o

k=m k=m

. Beispiel: Summen mit gleichen Summationsgrenzen kann man unter ei-
nem Summenzeichen zusammenfassen:

n

Z ar + Zbk = Z(ak+bk)-
k=m

k=m k=m

. Beispiel: Bei Doppelsummen kann man die Summationsreihenfolge ver-
tauschen:

n q q n
DD =) )
k=m l=p l=p k=m

Man ordne die Summanden in einem Rechteck an:

amvp am7p+1 te aqu
Um+1,p Am+1p+1  --- Am4lg
Anp Anpt1 cee lpge

Man kann nun entweder zuerst die Zeilensummen bilden und diese aufad-
dieren oder mit den Spaltensummen beginnen. Auf beiden Wegen erhélt
man die Summe aller Eintrage.

. Das Distributivgesetz gilt:

n n
c Z ap = E cag.
k=m k=m

10



9. Beispiel: Fiir das Produkt zweier Summen gilt:
n q n q
(Ca)(Xn) =X San
k=m l=p k=m l=p

Man kann also auf die Klammern auf der linken Seite verzichten.

Produkte werden mit Hilfe des Produktzeichens abgekiirzt:

Bezeichnung 1.2.4 (Produktzeichen)

1. Es seien m,n € N und m < n. Wir schreiben das Produkt der Zahlen
Ay Gmt1s - - -, Ay € R mit dem Produktzeichen:

n
H Ak = Qm * Am+1 - Gm42 * " Anp—1 * An.
k=m

2. Ein Produktzeichen, bei dem die obere Grenze kleiner als die untere Gren-
ze ist, heilt leeres Produkt. Das leere Produkt wird als 1 definiert.

Bemerkungen und Beispiele 1.2.5 (Produktzeichen)

1. Auf die Bezeichnung des Index kommt es nicht an; es ist:

m m
[Tex=]a
k=n j=n

2. Der Laufindex 14t sich transformieren:

m m-1
o= T e
k=n Jj=n+l

Die Grenzen miissen entsprechend transformiert werden.

3. Das Produkt ist assoziativ und die Reihenfolge der Faktoren kann beliebig
permutiert werden.

4. Beispiel eines leeren Produktes:



5. Fir n € Ny, a € R gilt

Fiir n < 0 stimmt dies nicht!

6. Das Produkt der Zahlen 1,2,...,n € N nennt man Fakultit von n und
bezeichnet es mit n!. Man setzt 0! := 1. Sprich: n-Fakultat.

Es gilt fiir n € Ny:

1.2.2 Induktionsprinzip

Wir setzen weiterhin die natiirlichen Zahlen als bekannt voraus, wollen aber
ihre FEigenschafter etwas formaler beschreiben. Das kann auf verschieden Weisen
geschehen.

Ublich ist das folgende Axiomensystem (Peano Axiome), das wir hier nur
umgangssprachlich formulieren.

Die Axiome prézisieren den Vorgang des Zahlens:

e Es gibt eine natiirliche Zahl 1.
e Auf jede natiirliche Zahl n folgt eine néchste, die man mit n+1 bezeichnet.

e Man kann beim Z#hlen nicht mehrmals auf dieselbe Zahl stoflen. D.h.
wenn zwel natiirliche Zahlen m,n denselben Nachfolger haben, sind sie
gleich:

m+l=n+1 = m=n.

e Man kommt beim Zahlen nicht zuriick zur 1. D.h. fiir alle natiirlichen
Zahlen n gil:

n+1#1

Man erreicht durch Zéhlen, ausgehend von der 1, alle natiirlichen Zahlen.

Die zuletzt genannte Eigenschaft heifit das Induktionsprinzip. Wir formulie-
ren es in der Sprache der Mengenlehre.

12



Feststellung 1.2.6 (Induktionsprinzip) Es sei M C N ein Teilmenge der
natirlichen Zahlen mit den Eigenschaften

a) le M
byneM = n+leM

Dann folgt schon M =N

In den Anwendungen hat man eine Aussage A(n) iiber eine natiirliche Zahlen
n. Die Aussage sei fiir alle natiirlichen Zahlen formulierbar. Man mochte die
Aussage A(n) fiir jedes n € N beweisen.

Dazu bilde man die Menge
M :={n|n €N, A(n) ist richtig fiir n}

und zeige mit Hilfe des Induktionsprinzips, da M = N ist.

Dazu mufl man fiir M die Eigenschaften a) und b) nachweisen. Man kommt so
zu dem folgendem Beweisprinzip:

Feststellung 1.2.7 (Vollstéindige Induktion)
Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte:

Induktionsanfang: A(1) ist richtig .
Induktionsschritt: Fiir alle n € N gilt der Schlufs:

An) = A(n+1).
Dann ist A(n) fir alle n € N richtig.

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 13].

Beispiele 1.2.8 (Induktionsbeweise)

1. Dreiecksungleichung fiir endliche Reihen:
n n
2 arl <) laxl
k=1 k=1

2. Summenformel der geometrischen Reihe:
1 — gntl

n —
Zl’k: 1—=x
k=0

n+1 fiir x = 1.

fir x # 1

13



3. Zweite binomische Formel:

1.2.3 Varianten des Induktionsprinzips

Anmerkung. Aus den Peano-Axiomen folgen alle weiteren Eigenschaften der
natiirlichen Zahlen; insbesondere:

e Die natiirlichen Zahlen haben eine Anordnung (totale Ordnung).

e Die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen ergibt wieder natiirli-
che Zahlen.

Die Herleitung dieser Aussagen erfolgt in einer langen Kette an sich einfacher
Induktionsbeweise, die man aber in der richtigen Reihenfolge durchfithren mufl
(siehe | ).

Wir verwenden diese Regeln im folgenden kommentarlos.

Anmerkung. Dariiber hinaus kann man zeigen:
Jeder geordnete Korper, insbesondere R, enthélt die natiirlichen Zahlen.

Letzteres kann man auch zur Definition der natiirlichen Zahlen erheben.

In einem strengen axiomatischen Aufbau fithre man zunéchst die reellen Zahlen
mit den folgenden Axiomen ein:

Korperaxiome (K1)-(K11), Ordnung (O1)-(03) und die Supremumseigen-
schaft (S)

Anschlielend kann man die natiirlichen Zahlen als Teilmenge von R definieren
und das Induktionsprinzip beweisen:

N ist der Durchschnitt aller Teilmengen M C R, die die folgenden beiden
Figenschaften haben:

le M.

Ausn € M folgtn+1¢€ M.
Es gibt solche Mengen M, z. B. R selber. Also ist N wohldefiniert und
erfillt das Induktionsprinzip.

Manchmal ist es praktischer, eine Aussage nicht fiir die natiirlichen Zahlen,
sondern fiir alle ganzen Zahlen ab einem ng € Z zu formulieren:
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Feststellung 1.2.9 (Vollstéindige Induktion ab ng)
Es seing € Z. Fiir n € Z mit n > ny sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte:

Induktionsanfang: A(ng) ist richtig .
Induktionsschritt: Fiir alle n € Z, n > ng gilt der Schlufs:

A(n) = An+1).

Dann ist A(n) fir alle n € Z mit n > ng richtig.

Manchmal ist es hilfreich, statt der Aussage A(n) die folgende Aussage zu be-
weisen:

B(n) = A(1)und ... und A(n).

Beim Induktionschlu8 B(n) = B(n + 1) hat man stérkere Vorraussetzungen,
muf} aber nur A(n + 1) zeigen:

Feststellung 1.2.10 (Schlu3 1,...,n=n+1)
Fir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte:

Induktionsanfang: A(1) ist richtig .
Induktionsschritt: Fir alle n € N gilt der Schlufs:

A(l) und ... und A(n) = A(n+1).

Dann ist A(n) fir alle n € N richtig.

Bezeichnung ({1,...,n})
Es sei n € N. Wir schreiben zur Abkiirzung:

{1,...,n} :={k|keN, k<n}
Anmerkung. Manchmal schreibt man auch suggestiver
{1,2,...,n}:={1,...,n}.

Man beachte aber, daf§ im Falle n =1 dann 2 ¢ {1,2,...,n} istl.

Fine dquivalente Formulierung des Induktionsprinzip ist:

Feststellung 1.2.11 ({1,...,.n} C M =>n+1€ M)
Es sei M C N ein Menge mit den Figenschaften
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Induktionsanfang: 1 € M

Induktionsschritt: {1,---n} CM = n+leM

Dann folgt M = N.

Man benutzt das Induktionsprinzip bei der rekursiven Definition einer Funk-
tion f, die fiir alle natiirlichen Zahlen erkliart werden soll:

Feststellung 1.2.12 (rekursive Definition)

Anfangswert: Man gebe den Wert f(1) an.

Rekursion: Man gebe eine Vorschrift an, wie aus den Werten f(1),..., f(n)
der Wert f(n+ 1) zu bilden ist.

Dann ist f auf ganz N erkldrt.

Bemerkung. 1. Manchmal beginnt die rekursive Definition auch mit einem
Anfangswert f(ng) fiir ein ng € Z.

2. Die Herleitung des Rekursionsprinzips aus dem Induktionsprinzip ist nicht
so einfach (vgl. [ D.

1.2.4 Fakultit, Binomialkoeffizient

Beispiele 1.2.13 (Rekursive Definition der Fakultit)

Man setze
ol:=1.
Fiir n € Ny setze man
(n+1)!:=nl(n+1).

Offensichtlich gilt fiir alle n € Np:

n! = ﬁ k.
k=1

Satz 1.2.14 (Anzahl der Permutationen)

FEs st n! die Anzahl der mdoglichen Anordnungen (Permutationen) einer Men-
ge aus n Elementen.

16



Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 15].

Definition 1.2.15 Es sei n € Ng. Fir k € {0,...,n} bezeichnet der Bino-

mazialkoeffizient die Anzahl der mdéglichen Auswahlen von k Elementen

n
k
aus einer Menge mit n Elementen.

Anmerkung: Fs ist ( 3 > = 1.

Lemma 1.2.16 Firn € Ng und k € {0...n+ 1} gilt:

()=o) (),

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 16].

Aus diesem Lemma erhalten wir das Pascalsche Dreieck:

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

Jede Zahl ist die Summe der beiden dariiberstehenden Zahlen.

Satz 1.2.17 Fiirn € Ny und k € {0,...,n} gilt

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 15].

Satz 1.2.18 (Binomischer Satz) Firn € N und z, y € R gilt:

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S, 17].

Anmerkung. Man vergleiche die #hnliche zweite binomische Formel 1.2.8 (3)
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1.2.5 Wohlordnung der natiirlichen Zahlen

Satz 1.2.19 (Minimum und Maximum)

Es sein € N. Jede nichtleere Teilmenge M C {1,...,n} hat ein Minimum und
ein Mazimum.

Beweis (Minimum und Maximum).

Beweis durch Induktion nach n € N.

0#Mc{l} = minM=1
Wenn M = {n + 1} so ist min M = n + 1, anderenfalls ist

min M = min(M N{1,...,n}).

Beweis durch Induktion nach n € N.

D#A#Mc{l} = maxM=1
Wenn n+1 € M so ist max M = n + 1, anderenfalls ist

max M = max(M N {1,...,n}).

Satz 1.2.20 (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen)
Jede nichtleere Teilmenge M C N hat ein Minimum.

Beweis (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen).

Es gibt ein np € M. Dann hat nach Satz 1.2.19 die Menge M N {1,...,np} ein
Minimum und es gilt:

min M = min(M N{1,...,np}).
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1.3 Abbildungen
1.3.1 Abbildungsbegriff

Definition 1.3.1 (Anschauliche Definition: Abbildung) Es seien zwei Men-
gen M, N gegeben. Unter einer Abbildung f von M nach N verstehen wir eine
Vorschrift, die jedem Element x € M genau ein Element y = f(x) € N zuord-
net.

Bemerkung 1.3.2 (zur Definition einer Abbildung)

Hier wird der Begriff Abbildung durch den ebenfalls undefinierten Begriff Vor-
schrift erklart. Wir werden unten (siehe 1.3.10) den Abbildungsbegriff mit Hilfe
der Mengenlehre prézisieren.

Bezeichnung 1.3.3 (Definitions-, Zielbereich)

1. M heifit der Definitionsbereich der Abbildung f. Wir bezeichnen den
Definitionsbereich mit D(f) := M.

2. N heiit der Zielbereich von f. Wir bezeichnen den Zielbereich mit
Z(f) := N. Statt Zielbereich sagt man auch Wertevorrat von f. (vgl.
die Anmerkung zu 1.3.11)

3. Wenn y = f(z) ist, so heifit y der Wert der Abbildung f an der Stelle
oder auch das Bild von x unter der Abbildung f.

4. In dem Ausdruck f(x) nennen wir x das Argument der Abbildung f.
Um zu betonen, dafl in einer Aussage iiber f(x) das Argument x beliebig
in M gewahlt werden darf, sprechen wir von der Variablen zx.

Definition 1.3.4 (Gleichheit von Abbildungen)

1. Das Symbol f fiir eine Abbildung beinhaltet die Abbildungsvorschrift, den
Definitionsbereich D(f) und den Zielbereich Z(f).

2. Zwei Abbildungen f, g werden nur dann als gleich betrachtet, wenn sowohl
thre Definitionsbereiche als auch ihre Zielbereiche tibereinstimmen:

und wenn fir alle x im Definitionsbereich die Werte tibereinstimmen.:

fx) = g(x).
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Bezeichnung 1.3.5 (Abbildungen)

1. Kurzschreibweisen um Namen, Definitionsbereich und Zielbereich einer
Abbildung zu benennen:

f+M — N
M LN
M>x A yeN
/

x oy

Statt des Wertes y kann auch eine Formel oder y = Formel stehen.

Man beachte die Form des Pfeiles in letzten beiden Zeilen!

2. Bei Angabe einer Formel vergibt man hiufig kein Namenssymbol fiir die
Funktion:

M > z +— Formel

3. Wenn eine Funktion f innerhalb einer umfangreichen Formel vorkommt,
schreibt man manchmal

f0)

statt f. Man sieht dann leichter, wo die Variable einzusetzen ist. Es gilt

) =1

4. Die Klammern um das Argument kénnen auch entfallen, wenn dadurch
keine Miflverstiandnisse entstehen konnen. Beispiele:

logx, sinx, lineare Abbildung ® z.

Anmerkung: (unabhiingige und abhéingige Variable)

Wenn klar ist, welche Funktion gemeint ist, findet man in Physikbiichern die
Kurzschreibweise y = y(z). Man nennt = die unabhéngige Variable und y
die abhéngige Variable.

Physikalische Groflen werden mit einem feststehenden Buchstaben bezeichnet.
Wenn eine Gréfle von einer anderen abhéngt, wird ihr Buchstabe auch fiir das
Abbildungssysmbol verwendet. Z.B.:

v Geschwindigkeit
t Zeit
v(t) Geschwindigkeit als Funktion der Zeit
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Beispiele 1.3.6 (identische und konstante Abbildung)

a) Fir N = M erkldren wir die identische Abbildung:
id=1idy M — M
idy(z) = =z firxze M.
Anwendungsbeispiel:

f=idy <& f(x)=2z fiirallexe M.

Haufig 148t man bei der identischen Abbildung das Funktionssymbol weg
und schreibt nur z.

b) Fiir festes ¢ € N wird eine konstante Abbildung
c:M — N,
clx) = ¢ firzeM
definiert.

Das Zeichen ¢ steht also sowohl fiir das Element in N wie auch fiir den
Namen der konstanten Funktion. Strenggenommen miiffiten wir hierfiir
unterschiedliche Symbole verwenden.

Beispiele 1.3.7 (Funktionen)
Abbildungen in die Zahlen heiflen auch Funktionen.

d) Fir M = N := R und a, b € R wird durch f(z) = az + b, v € R, eine
affine Funktion
f:R—->R

definiert.

In Rechnungen spart man sich héufig den Funktionsnamen und spricht
von der affinen Funktion ax + b, x € R.

e) Essei n € N fixiert. Man definiert die Potenzfunktion zur Potenz n:

Roz— 2"

e) Es seien cg,...,c, € R. Man erklirt ein Polynom P durch:
P : R—-R
n
P(z) = Z cpa®
k=0
Die Zahlen cy, ..., c, heiflen die Koeffizienten des Polynoms.
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1.3.2 Graphen

Definition 1.3.8 (Kartesisches Produkt)
Fiir Mengen M, N bezeichnet

M x N :={(z,y) |z € M, y € N}

das kartesische Produkt von M und N, d.h. die Menge aller geordneten Paare
(x,y) mitx € M undy € N.

Der Name kartesisches Produkt erinnert an René Descartes (1596-1650), den
Begriinder der analytischen Geometrie.

Beispiel: R x R kénnen wir durch eine Ebene veranschaulichen. Man zeichne in
der Ebene zwei Koordinatenachsen. Jedem Punkt P ist dann durch seine Ko-
ordinaten x und y auf den Achsen eindeutig bestimmt. Die Punkte der Ebenen
entsprechen so eineindeutig den Koordinaten-Paaren (x,y) € R x R.

Bemerkung 1.3.9 (Graph einer Abbildung)
Eine Abbildung f: M — N wird durch ihren Graphen

L(f) == {(z,y) |z eM,y=f(z)}
= {(z, f(z))|[re M} € MxN

eindeutig festgelegt. Dieser hat offensichtlich die Eigenschaft:
Vee M JwyeN : (x,y)€l(f).

In Worten: Fiir alle x € M gibt es genau ein y € N, so daf (z,y) € T'(f) ist.
Umgekehrt ist die Abbildung f durch ihren Graphen eindeutig festgelegt:

y=[fz) < (zy) cl()

Anmerkung: Etwas préziser sollte man zuerst Graphen einfithren und dann
die Definition 1.3.1 einer Abbildung nicht als Definition sondern Vereinbarung
einer (praktischeren) Schreibweise betrachten.

Definition 1.3.10 (Graphen)
Ein Graph I' mit Definitionsbereich M und Zielbereich N ist eine Teilmenge

' C M x N,

fiir die gilt:
Vee M JiyeN : (z,y) el
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Anmerkung: (alternative Definition von Abbildungen)
Essei I' C M x N ein Graph.

e Man vereinbart dann die Abbildungsbezeichnung f = fr: M — N und
erklart:

y=f(z): & (z,y)el.

e In dieser alternativen Definition sind eine Abbildung und ihr Graph das-
selbe Objekt.

e Im folgenden wird die mehr intuitive Vorstellung von Abbildungen im
Sinne der Definition 1.3.1 beibehalten und die Graphen als die daraus
abgeleiteten Objekte angesehen.

1.3.3 Umkehrabbildung

Definition 1.3.11 (Bild und Urbild)
Es sei f : M — N eine Abbildung.

1. Fiir A C M erkliren wir durch
f(A) = {f(z) |z € A}
das Bild von A. Es ist f(A) C Z(f) = N.
2. Fir B C N erkliren wir durch
fH(B):={zre M| f(z) € B}
das Urbild von B. Es ist f{~(B) c D(f) = M.

Anmerkung. Man unterscheide Bild(f) := f(M) und den Zielbereich Z(f)
einer Abbildung.

Definition 1.3.12 (injektiv, surjektiv,bijektiv)
Eine Abbildung f : M — N heifst

1. injektiv, falls fiir alle x,2' € M gilt:

2. surjektiv, falls es zu jedem y € N ein x € M so gibt, dafi y = f(x) ist.

3. bigektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
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Anmerkung: Fiir eine Abbildung f: M — N gilt:

f surjektiv & f(M)= N.

Feststellung 1.3.13 (bijektive Abbildungen)
Es sei f : M — N . Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. f ist bijektiv

2. Zu jedem y € N gibt es genau ein x € M, so daff y = f(x) ist.

Man sagt, x ist die eindeutige Losung der Gleichung f(z) = y.

Definition 1.3.14 (Umkehrabbildung)
Es sei f: M — N eine bijektive Abbildung. Die Umkehrabbildung

ffYN—->M

wird fir alle y € N definiert durch:

1.3.4 Komposition von Abbildungen

Wenn der Zielbereich einer Abbildung f im Definitionsbereich einer weiteren
Abbildung ¢ enthalten ist, konnen wir die beiden Abbildungen nacheinander
ausfiihren:

Definition 1.3.15 (Komposition)
Fiir Abbildungen f: M — N, g: N — L definiert man die Komposition

gof:M— L
durch
(9o f)(x) = g(f(z))

fir alle x € M.

Anmerkung
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1. Sprich g nach f fiir die zusammengesetzte Abbildung g o f.

2. Statt Komposition sagt man auch Zusammensetzung, Hintereinan-
derausfithrung oder Verkettung.

3. Die Komposition bindet stéirker als das Argument:

go f(x)=(go f)(x).
Um Mifiverstdndnisse zu vermeiden, sollte man die Klammern aber setzen.

4. In langeren Formeln schreibt man statt g o f auch
g(f) oder g(f(-)) .
5. Man kann die Komposition auch anschaulicher als Diagramm schreiben:

MLNS L.

Beispiel.
Auch wenn M = N ist, so ist im allgemeinen go f # fog. Z.B.:

RS:E»LM

R>z+% —g.

Dann ist (go f)(z) = —|z| und (f o g)(z) = |z|.

Feststellung 1.3.16 (Assoziativgesetz der Komposition) Fiir
f:M—N, g:N—L h:L—K
gilt
ho(gof)=(hog)of.
Man kann also kurz ho g o f schreiben.

Wir veranschaulichen das Resultat als kommutierendes Diagramm:

gof
e —

M L
fl lh
N — K

hog

25



Feststellung 1.3.17 (Umkehrabbildung)
Eine Abbildung

f:M— N
ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung
g:N—-M
so existiert, dajf
gof=idy wund fog=1idy .
Dann ist g = f~ L.

Als kommutatives Diagramm sieht das so aus:

M—— M
S
N—— N

1.3.5 Endliche Mengen

Bemerkung 1.3.18 (Mengen {1,2,...,n})

1. Es seien m,n € N und m < n.

a) Es gibt keine injektive Abbildung {1,...,n} — {1,...,m}.
b) Es gibt keine surjektive Abbildung {1,...,m} — {1,...,n}.

2. Es sei n € N. Fiir jede Abbildung
AL ... on—={1,... )n}
gilt:
f injektiv < f surjektiv.
3. Eine bijektive Abbildung
o:{1,2,...,n} —{1,2,...,n}.

heifit eine Permutationen der Menge {1,2,...,n}.

Bemerkung 1.3.19
Es sein € Nund M C {1,...,n} eine nichtleeren Teilmenge.
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1. Es gibt es ein m € N, m < n, und eine bijektive Abbildung
f:AL...,m} — M.

2. M#{l,...,n} & m<n.

Bemerkung 1.3.20 (endliche Mengen)
1. Eine Menge A heifit endlich, wenn es ein n € N und eine surjektive
Abbildung
a:{1,2,...,n} - A
gibt oder A = () ist.

Man schreibt dann die Werte in der Form ax, k = 1,2,...,n, und kiirzt
den Sachverhalt folgendermaflen ab:

A = {aha??"'aan}
= {ak|k:172,,n}

2. Zu einer endlichen Menge A gibt es immer eine natiirliche Zahl n € N
und eine bijektive Abbildung (Aufzihlung)

a:{1,2,....,n} — A

Die Zahl n heifit die Anzahl der Elemente von A oder die Méchtigkeit
von A.

Auf Grund von Bemerkung 1.3.18 ist die Méchtigkeit einer endlichen Men-
ge wohldefiniert.

3. Es kommt auf die Reihenfolge der Aufzéhlung nicht an.

Hat man eine andere Aufzdhlung, so gibt es eine Permutation o von
{1,2,...,n}, so daBl die andere Aufzdhlung die Form

k'—>ag(k), k::l,...n,
hat:

A= {ala -- 7an} = {a0(1)> s 7aa(n)}'

4. Auf Grund von Bemerkung 1.3.19 ist eine Teilmenge M einer endlichen
Menge A endlich.

Wenn die Teilmenge M # A ist, so ist die M#chtigkeit von M kleiner als
die Machtigkeit von A.
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5. Es sei A eine endliche Menge und f : A — A. Dann gilt:

f injektiv. < f surjektiv .

Feststellung 1.3.21 (Maximum endliche Menge) Jede endliche Teilmen-
ge M C R hat ein Mazimum.

Beweis. Zum Begriff der endlichen Menge vgl. Bemerkung 1.3.20. Wir zeigen die
folgende Behauptung durch vollstindige Induktion:

Eine Teilmenge M = {z1,...,2z,} C N mitn Elementen, n € N, hat ein Maximum.

M ={z1} und max M = z;.
M =A{x1,...,xn,xnt1} = {x1 ..., 2} U{xnt1}. Also ist

max M = max{{x1,...,Zn}, Tni1}-

1.3.6 Kartesisches Produkt

Wir verallgemeinern die Definition 1.3.8 und erklédren das Karthesische Produkt
von endlich vielen Mengen:

Definition 1.3.22 (Kartesisches Produkt [[,_; Ax)
Sind die Mengen Ay, As, ..., A, nicht leere Mengen, dann heifit die Menge

Ay x - x Ay = {(a1,a9,...,a,) |ax € Ak, k=1,2,...,n}
das kartesische Produkt der Mengen Aq,...,A,.

Anmerkung:

1. Man erklart das Produktzeichen fiir Mengen:

HAk::Alx--~><An.
k=1

2. Beim kartesischen Produkt kommt es auf die Reihenfolge der Faktoren
an!

3. Die Elemente des kartesischen Produktes A; x - -+ x A, heiflen n-Tupel.

28



4. (a1, az) heiit ein Paar.
(a1, a2, a3) heifit ein Tripel

(a1, a2, as,aq) heiit ein Quadrupel.

5. Man schreibt zu Abkiirzung:
(ak)peq = (a1,...,an).

6. Sind alle Ay gleich einer Menge A so schreibt man

n

7. Auch in diesem Fall kommt es auf die Reihenfolge der Koeffizienten
eines n-Tupels an. Beispiel: A = {0, 1}:

{0,133 = {(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,
(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,

Anmerkung: (Abbildungen mit n Variablen)

Abbildungen von einem kartesischen Produktes A; X --- x A,, in eine Menge M
nennt man auch Abbildungen mit n Variablen:

fiAl:x---xA,— M

Beispiele sind die Projektionen auf die Kordinaten:
P Al X x Ay — Ag,
pr(a,...,an) = ay,

fir k =1,...,n. Man spricht auch kurz von den Kordinaten eines n-Tupels.
Verkniipfungen sind Abbildungen A x A — A
Die Addition ist eine Verkiipfung:

+:RxR—R

Bezeichnung 1.3.23 (Tupel von Abbildungen)

Es seien M eine Menge und fy : M — A, k = 1,...,n, Abbildungen. Man
definiert dann das n-Tupel:

fi=(froefa) i M = Apxoox Ay,
(Froeen f)@) = (Fala), ., ful2):
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Beispiel: Ein Punkt in der Ebene ist durch seine Koordinaten (z1,xs) € R?
festgelegt. Eine zeitliche Bewegung eines Punktes in der Ebene beschreibt man
durch zwei Funktionen

fi:10,7] — R
f2:10,T] — R.

Dabei sei [0,T] ein Zeitintervall. Das Tupel
(flva) : [OvT] — R?

beschreibt den Weg des Punktes in der Ebene.

Bezeichnung 1.3.24 (kartesisches Produkt von Abbildungen)

Es seien g : Ap — B, k=1,2,...,n, Abbildungen. Man definiert das karte-
sische Produkt der Abbildungen:

g;:glx...xgn:Alx...XAn N le...xBn’
(g1 X - xgn)ar,...,an) = (g1(a1),...,gn(an)).

Beispiel: Ein Tupel von Abbildungen:
f=01,sfn) M- A x---x A,
Ein kartesisches Produkt von Abbildungen:
g =g1 X - Xgn:A X+ XA, > By X--- X By
Die Komposition g o f dieser Abbildungen ist dann:

gof=(g10f1,- - sgn0fn) 2= (91(f1(2));- -, gn(fu(2)) ).
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1.4 Reellwertige Funktionen
1.4.1 Funktionen

Eine Abbildung f : M — R mit Zielbereich R heifit auch Funktion. Fiir
Funktionen f, g lassen sich Summe, Produkt, und Quotient punktweise fiir
x € M definieren:

(f+g9)(x) = f
(f-9)(x) = flz)-
/

(D = 28w 20,

wobei g nur auf M \ {z € M | g(z) = 0} erklért ist.

Entsprechend definiert man

[fl(z) = [f ()],
max(f,g)(z) = max{f(z),g(x)}

und min(f, g). Weiter hat man die punktweisen Beziehungen
f<g &= VeelM: f(x)<g(z).

und
f<g & YreM:f(z)<gx).

Definition 1.4.1 FEine Menge M C R heifst

a) nach oben beschrinkt, falls

I eRVreM:x<C.

b) nach unten beschrinkt, falls

JC eRVeeM:C <uzx.

c) beschrdinkt, falls M nach unten und nach oben beschrinkt ist.
Die C € R, die a) bzw. b) erfiillen heiflen obere, bzw. untere Schranke von

M.

M ist genau dann beschrénkt, wenn ein reelles C' existiert, so daf} fiir alle x aus
M gilt x| < C.

Beispiele 1.4.2 Siehe auch | , S. 22].
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a) Hat M C R ein Maximum, so ist M nach oben beschrénkt. Hat M C R
ein Minimum, so ist M nach unten beschrankt.

b) Fiir 0 < ¢ < 1ist {d}_,¢" | n € N} beschréinkt

c¢) {z € R |23 < 2} ist nach oben, aber nicht nach unten beschrénkt.

Wichtige Teilmengen von R sind beschriankte oder unbeschrénkte Intervalle:

[a,b] = {zeR|a<z<0b}
[a,b) = {xeR|a<z<b}
(a,b] = {reR|a<xz<b}
(a,b) = {zeR|a<z<b}
[a,00) = {ze€eR|a<z}
(a,00) == {xeR|a<z<b}
(—00,b] = {zeR|z<b}
(—00,b) = {zeR|x<b}

Das Symbol oo fiir ,,unendlich* steht hier, wie im folgenden, lediglich als Abkiirzung.

Die Beschrénktheitsbegriffe fiir Mengen lassen sich auf Funktionen iibertragen,
in dem man sie auf die Bilder der Funktionen anwendet.

Definition 1.4.3 Sei M eine Menge. Eine Funktion f : M — R heifst
1. nach oben beschrdnkt, falls f(M) nach oben beschrinkt ist.

2. nach unten beschrdnkt, falls f(M) nach unten beschrdinkt ist.

3. beschrdnkt, falls f(M) beschrinkt ist.

Definition 1.4.4 Sei M eine Menge.

1. Eine Funktion f : M — R besitzt ein Minimum, falls f(M) ein Mini-
mum besitzt. Punkte xq € M mit

= mi = mi M
f(@o) = min f(z) := min f(M)
heiffen Minimalstellen.

2. Eine Funktion f : M — R besitzt ein Maximum, falls f(M) ein Maxi-
mum besitzt. Punkte xg € M mit

(o) = mae f() i= max f(M)

heiffen Maximalstellen.
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Maximalstellen und Minimalstellen nennen wir auch Extremalstellen.

Fiir Funktionen mit D(f) C R fithrt man folgende Monotoniebegriffe ein:
Definition 1.4.5 Es set M C R. Fine Funktion f: M — R heifit

1. (a) monoton wachsend, falls fir alle z, y € M aus x < y folgt, dafs
f(z) < fly) dst.
(b) streng monoton wachsend, falls fir alle x, y € M gilt, daff aus
x <y die Abschitzung f(x) < f(y) folgt.

2. (a) monoton fallend, falls fiir alle z, y € M mit x < y stets f(x) >

f(y) ist.
(b) streng monoton fallend, falls f(x) > f(y) fir alle x,y € M mit
x <y.
Beispiele 1.4.6 Siche auch | , S. 24].

1. Konstante Funktionen sind monoton wachsend und fallend.
2. Die Potenzfunktionen sind auf [0, c0) streng monoton wachsend.

3. Die Potenzfunktionen R 5 z — 2™ sind genau dann streng monoton
wachsen, wenn n ungerade ist.

4. Die Inversion z — L ist auf (0, 00) streng monoton fallend.

Bemerkung 1.4.7 Im Fall M, N C R nennt man die Umkehrabbildung f~!
der Funktion f : M — N auch Umkehrfunktion.
Satz 1.4.8 Es seien M CR und f : M — R streng monoton wachsend.

1. Dann ist f injektiv.

2. Dann ist f: M — f(M) bijektiv.

3. Dann ist f~1: f(M) — M streng monoton wachsend.

Dieser Satz gilt sinngem#fl auch fiir streng monoton fallende Funktionen.

Beispiele 1.4.9 Siche auch | , S. 26].

1. Die Potenzfunktionen R 3  — z™ € R sind genau dann injektiv, wenn n
ungerade ist. Wir werden spdter sehen, dafl sie dann sogar bijektiv sind

2. Die Inversion z +— 1 ist auf (0, 00) bijektiv.
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1.4.2 Folgen

Definition 1.4.10 Fine Funktion a : N — R heifit Folge. Die Funktionswerte
ap := a(n) heiffen Folgenglieder. Man schreibt die Folge a in der Form:

(a(n))pZy = (an)pZy = (an)nen = (an)n = a.
oder auch als ap, neN, bzw. a, (neN) oder ganz anschaulich als
G1,G2,03, ...
Folgen kinnen auch mit einem ng € Z beginnen. z.B. (an)neN,-

Bei einer Folge kommt es auf die Reihenfolge der Folgenglieder an. Man unter-
scheide die Folge (a;,), und ihre Bildmenge a(N) = {a,, | n € N}.

Allgemeiner nennt man eine Abbildung a : N — M eine Folge in der Menge M
und spricht im Fall M = R von reellen Folgen.

Beispiele: (Folgen)

1.
(%);?Lo:l = 17 %7 %,
(nlfz)?f:l < (%)E’O:l
(an)nGN + (bn)neN = (an + bn)neN
(@an)n(bn)n = (anbn)n

Wenn alle Folgenglieder b,, # 0, so ist (’g—:)neN wieder eine Folge.

2. Zu einer Folge (a;,), kann man die Folge (s,,), der Partialsummen

n
Sn ::Zak firn e N
k=1

bilden. Die Folge (}_}_; an), nennt man auch eine (unendliche) Reihe
und die a, die Summanden der Reihe.

3. Da Folgen Funktionen sind, kann man auf sie die bereits bekannten Be-
schranktheits- und Monotoniebegriffe verwenden.

Eine Folge (a,), heit monoton wachsend, wenn a,, < a,; fiir alle
n € N gilt und streng monoton wachsend, wenn ... .

Eine Folge von Partialsummen s, = >";_; a; (n € N) ist monoton wach-
send, wenn die Summanden a,, > 0 sind.
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4. Die vollstéandige Induktion ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersu-
chung von Folgen. Man kann Folgen auch rekursiv definieren. Z.B. die
Folge der Fibonacci-Zahlen:

Anfangswerte: ap :=0, a; :=1

Rekursion: Ap = Gp_9+an_1 flirn=23,...
Es ist also:

(an)n =0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ..

Beispiele 1.4.11 (harmonische Reihe)

1. Die Folge hy, :=>__; + (n € N) heiit harmonische Reihe.

2. Wir werden spiiter sehen, daff die Partialsummen s, := " ;_; %% (n € N)
gegen %2 ~ 1.6449340 streben.

n ZZ:l % 22:1 1%2
2|1 1,5 1,25

3| 1,833 1,3611

51| 2,2833 1,46361
10 | 2,92897 1,54977

100 | 5,18738 1,63498

10000 | 9,78761 1,64483
108 | 14,39272672 | 1,6449331
100 | 23,60306659 | 1,6449340

Satz 1.4.12 Fir allen, m € N und n > 2™ gilt die Abschdtzung

Zn: >14+ 2
k=1 2

| =

Anmerkung: Dies wurde zum erstenmal um 1350 von Nicole ORESME — Bischhof
von Lisieux — gezeigt.

Da N anschaulich unbeschrankt ist — dies werden wir auch noch als Axiom
formulieren — ist die Folge (3}, %)n unbeschrinkt.
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Satz 1.4.13 Fiir alle n € N gilt die Abschdtzung
n
1
> <2
k=1

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 33].
Beweis.

Wir geben hierfiir zwei Beweise:

1. Man vergleiche >_7'_; ;% mit der Teleskopsumme

- 1 - 1 1
1 =1 - _ =
A DNy +2(19—1 2
k=2 k=2
2. Man zeige induktiv, daB
"1 <o 1
k2 — n

ist.

36



1.5 Ungleichungen

Die Aufgabe einer Ungleichung ist es, komplizierte, schwer berechenbare Aus-
driicke durch einfachere, iibersichtlichere nach oben oder nach unten abzuschétzen.

Interessante Gleichungen der Analysis werden héufig durch Ungleichungen be-
wiesen. Am Ende steht dann der Schlufl:

a<b und b<a = a=0b.

Abschitzen ist eine Kunst, die man durch Ubung und Verinnerlichen von Bei-
spielen erwirbt. Dazu gehort die Kenntnis einer Reihe von Rezepten, sprich
Standard-Ungleichungen, die man bei der Tétigkeit des Abschitzens nachein-
ander - in der richtigen Reihenfolge - anwendet.

Beim Abschétzen von Produkten, Potenzen und Fakultidten hilft hiufig die
Bernoullische Ungleichung.

1.5.1 Bernoullische Ungleichung
Satz 1.5.1 (Bernoullische Ungleichung) FEs gilt

(I1+2z)">14nz fire>—-2undn € N .

Jakob Bernoulli, 1654-1705.

Anmerkung: Zum Beweis unterscheide man die Fille:

—2<x < —1: Klar

—1 < 2: Vollstdndige Induktion.

Satz 1.5.2
1. Fir alle q € (0,1) existiert ein C > 0 so, daf8 fir allen € N gilt:
q" < ¢
n
2. Fir alle g > 1 existiert ein C' > 0 so, dafs fir alle n € N gilt:

q" > Cn.

Hinweis: (1) Man schreibe



und benutze nun die Bernoullische Ungleichung.

Zur Abschitzung der Fakultiten n! ist es naheliegend die Faktoren durch ihren
»Mittelwert” 5 zu ersetzen.

Wir zeigen in den beiden folgenden Sétzen, dafi fiir n =1,2,...

n\m” n\m”
M" < !<2(—)
3(3) ==
gilt.

Lemma 1.5.3 Fir alle n € N st

Satz 1.5.4 Firn € N gilt:

Beweis.

nachrechnen!

(n+D!=nl(n+1)
<2 (g)n (n+1) (nach Induktionsvoraussetzung)
n+1\"/ n \"
=2 1
( 2 > <n—|—1> (n+1)
n+1\" 1
=2( ) (1)
2 ) (1+3)
n+1\"1
< —
_2< 5 > 2(n+1)
=2 .
(")

Lemma 1.5.5 Fir alle n € N st
1 n
(1 + _> <3
n
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Beweis. Fir k=1,...,n ist

k) nk ! n k! — 2k-1
=0
Also
1\" < /n\ 1
1+-) = -
(+2) =2 ()
k=0
"1
<1+ 5
k=1
1—(3)m
=1+ (21) <3
1-1
2

Satz 1.5.6 Fiir allen € N st

Beweis.

Klar.
Die Ungleichung gelte fiir ein n, dann folgt:

m+D)l=m+1)n > (n+1)3 (g)”

> (n+1) <1+%)n(g>n
=t () ()
_ 3<n_;_1>n+1

1.5.2 Approximation der Eulerschen Zahl

Diskrete Simulation eines Wachstumsprozesses.

Man hat die folgende Beobachtung eines realen Prozesses:

1. Fiir hinreichend kleine Zeitintervalle [t1, o] ist die zeitliche Entwicklung
a(t) eine lineare Funktion der Zeit:

a(t) ~ a(tl)(l + Oé(t — tl)) fir t € [tl,tg]. (*)
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2. Die relative Anderung

o~ 1 a(tg) — a(tl)
- a(tl) t2 — tl

ist fiir alle hinreichend kleinen Zeitintervalle [t1, 2] dieselbe. Die relative
Anderung « ist also zeitlich konstant.

3. Fiir groflere Zeitintervalle ist dagegen die beobachtete zeitliche Entwick-
lung nichtlinear.

Aufstellung eines diskreten mathematischen Modells zur Berechnung
der zeitlichen Entwicklung fiir einen grofleren Zeitraum [to,t]. Der Wert a(t,)
sei bekannt.

Man wihle eine n € N und teile das Intervall [tg,t] in n gleiche Teile. Fiir
die Teilpunkte t; := to + k(t_to), k= 1,2,...n, ergibt das Modell die Werte

n
ag. Zur Berechnung der a; wende man nacheinander auf die Teilintervalle die
Naherungformel (%) an.

Die aj kann man rekursiv berechnen. Fir k£ =1,2,... ,n gilt:
Anfangswert: ap = a(tp)
Rekursion: ap = Gp_1 (1 + @)

Also ist fir k=0,1,2,...n:

ap = ag (1 + a(t7t°)>k

n

Der Endwert a,, approximiert den realen Wert a(t).

Frage: Wie grof3 soll man das n € N wihlen und wie &ndern sich die Endwerte

ao(1+ @)” mit n? Zur Vereinfachung betrachten wir vorerst den Fall o(t —

t) = 1.

Wir untersuchen nun die Folge

1 n
Cp = (14‘5) )

die bei kontinuierlichen Wachstumsprozessen eine Rolle spielt. Hilfreich bei der
Untersuchung ist die Folge e}, := e, (1 + ). Es ist e, < €.

Satz 1.5.7

1. Die Folge (1 + %)n ist streng monoton wachsend.

2. Die Folge (1 + %)HH ist streng monoton fallend.
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Bemerkung 1.5.8 ( Intervallschachtelung [(1 + 1)" (1+ 2)"1] ) Es gilt
nun

2=(1+ ) < <A+ <A+ )"t <

Wir haben also die folgenden Inklusionen von Intervallen:

[(1+ DA+ DT 2 [+ )% 1+ 2
1 n

(
[T A+ )M 2 A+ )™ A ) 2

Fiir die Lénge der Intervalle gilt (vgl.Lemma 1.5.3 und 1.5.5):

2|14 iy o by < 2,

Anmerkung: (Intervallschachtelung fiir e)

Unsere Anschauung sagt uns, dafl die Linge der Intervalle beliebig klein wird.
Wenn man diese Begriff | beliebig klein werden® prézisiert, sieht man, dafl man
dies nicht beweisen kann, sondern als ein Axiom der reellen Zahlen (sieche Ar-
chimedisches Axziom) fordern mu$.

Wenn wir nun bereits wissen, dal die Intervalle beliebig klein werden, dann
sollten sie sich auf einen Punkt zusammenziehen. Wir werden zeigen, dafl dieser
Punkt keine rationale Zahl sein kann.

Die Existenz einer reellen Zahl, die in allen diesen Intervallen liegt, werden wir
spiter aus einem weiteren Axiom der reellen Zahlen (siehe Intervallschachte-
lungsprinzip) folgern.

Diese Zahl, die durch die im Satz 1.5.7 angegebene Intervallschachtelung be-
stimmt wird, heifit die Eulersche Zahl e, nach Leonhard Euler (1707-1783)

Feststellung 1.5.9 Die Folge

n

1
E (n S NO)
k=0

st streng monoton wachsend. Die Folge

"1 1
ZH+n~n! (n€N)
k=0

st streng monoton fallend.

Vergleichen wir diese mit den vorhergehenden Folgen:
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Satz 1.5.10

IN

n n 1
k!
k=0

1 1 n+1
<
n! < n)
Wir setzen zur Abkiirzung
\" Z” 1
€n = <1 + E) En : 2 E

1
n
n .

b)

—_
+
|

a) <1 +
"1
T +
k=0

&

Wir haben also eine Intervallschachtelung in der anderen:

en <E, <E;<e,

Beweis (Satz 1.5.10). (a)

"L /n\ 1 n! 1
= Z<k>$ - kzok!(n—k)!ﬁ

IN
"
]
| —
|
E

(b) Firm=1giltef =3<4=E}. Firn=2,3,... gilt
1 1
e B = en<1—|——>—En——

n nn!

Da (siehe nichste Folie) (E, —e,) < %(En,l - % ) ist, folgt:
1 1 1
(t)-4(e
n! n 2
11
n! 2

S

€n — En—l -

/\/Q\/\
3
|
H
+
N | =
SN—"

Sl 3l 3
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Hilfsbehauptung (E, —¢,) < 1(E,_; — ) firn=2,3,... :

e B £
1 n o4 k-1 l
:%-I-Zk'(l— (1_;))
k=3 1=0
S%Jrk:g%(l_ (1- ’“;1>'“>
< (- (-55)
n—2
-G+ 5 8) - (D) < HEa-d)

"1 . 1
E,:=)Y - und B, =By + —.

Satz 1.5.11 (e nicht rational)
Es gibt keine rationale Zahl, die in allen Intervallen [E,, E’], n € N, liegt.

Anmerkung: Der Beweis wird etwas mehr zeigen:

Wennrzg,pEZ,qEN, dann ist

T & [Egr1, Egiq)-

Beweis (e nicht rational).

Annahme: es gibt ein 7 € QQ, so daB gilt:
1
E,<r<FE,+— fiuralleneN.
nn!
Es sei r = %, p € Z, q € N. Dann gilt:
¢'r =(¢—1)lp € Z,

g
qE, = H eN,

k=0
q'r — q'Ey € Z.
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Anderererseits ist nach Annahme:
1 1
B, <qr<qE,+- = 0<qgir—qFE;<-<1
q q

Widerspruch!
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2 Konvergenz und Stetigkeit

2.1 Konvergenz von Folgen

Im vorigen Abschnitt haben wir eine Intervallschachtelung konstruiert, mit der
wir die Eulersche Zahl e bestimmen. Das war etwas aufwendig, aber fiir diese
Zahl lohnt sich die Miihe. Die Intervallschachtelung hat den Vorteil, daf} sie die
gesuchte Zahl nach unten und oben immer genauer abschétzt.

Vielfach hat man zur Bestimmung einer Zahl — z.B. der Losung einer Gleichung
— nur eine Folge von approximativen Wert a,, (n € N) zur Verfiigung.

Die Folge wird am Anfang vielleicht wild schwanken und sich schlie8lich mit
immer kleineren Abweichungen einem festen Wert ¢ ndhern.

Man sagt, die Folge (a,,), konvergiert gegen den Grenzwert c.

Wir wollen dieses anschauliche Bild préziser definieren.

Definition 2.1.1 Fine Folge (a,,)y in R heiffit konvergent gegen einen Grenz-
wert ¢ € R, wenn folgendes gilt:

Zu jedem € € R, & > 0 gibt es einen Index ng € N, so daff aus n € N, n > ng,
stets

lan, —c| <e.
folgt. Nicht konvergente Folgen heiflen divergent.
Bemerkung 2.1.2 1. Konvergiert eine Folge nicht, so sagt man, sie di-
vergiert.
2. Eine Folge, die gegen Null konvergiert, heifit Nullfolge.

3. Man sagt, eine Eigenschaft gilt fiir fast alle n € N, wenn es ein ng € N
so gibt, daf} die Eigenschaft fiir alle n € N, n > ng, gilt.

Feststellung 2.1.3 (Eindeutigkeit des Grenzwertes)

FEine Folge (a,) in R hat hochstens einen Grenzwert.
D.h., Wenn ¢ und ¢ Grenzwerte einer Folge (a,,), sind, dann ist ¢ = ¢.

Bezeichnung 2.1.4 (Grenzwert)

1. Wenn die Folge (ay), konvergent gegen den (eindeutigen) Grenzwert c
ist, so bezeichnen wir den Grenzwert mit:

lim a, :=c.
n—oo

Das obige Symbol besagt, dal die Folge (a,, ), konvergiert.
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2.

3.

Fine andere praktische Kurzschreibweise ist:

apb —¢ & a,——c & lim a,=-c.
n—oo n—oo

Bindung: --- = Formel, — ¢ aber lim (Formel,).
n—oo

Die beiden folgenden Konvergenzkriterien sind oftmals handlicher als die De-
finition 2.1.1. Der freiwdhlbare konstante Faktor C' und ,,<“ statt des ,,<* er-
leichtern das Abschéitzen.

Feststellung 2.1.5 FEine Folge (a,) konvergiert genau dann gegen c € R, wenn
es ein C' > 0 mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Fiir alle e > 0 gibt es ein ng € N, so daf§ aus n € N, n > ng stets

folgt.

lap, —c| < C-¢

Die folgende Formulierung kommt ohne ganz ,, Epsilontik* aus:

Feststellung 2.1.6 Fiir eine Folge (an), in R und ¢ € R gilt:

ap, —Cc <= an —c — 0.

2.1.1 Archimedisches Axiom

Bemerkung. Wir kénnen leicht Beispiele von divergenten Folgen finden: (ay,), :=

1,-1

,1,—1,... ist sicher divergent.

Konstante Folgen sind konvergent.

Wenn man interessante Beispiele sucht, st6t man auf ein Problem, dafl wir am
Beispiel der Folge (), aufzeigen wollen.

1.

Wenn ¢ eine rationale Zahle ¢ = g, (p,q € N), ist, so setze man ngy := ¢
und erhélt:

n>ny = l—0|:

. Um die Konvergenz der Folge (%)n zu zeigen, mul man die Grenzwertde-

finition 2.1.1 aber wir fiir beliebige € € R, € > 0, nachweisen.

Man vergleiche dazu aber die Folgerung 2.1.10 aus dem Archimedischen
Aziom (A).
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Anmerkung: Die Definition des Grenzwertes 2.1.1 ist nicht nur fiir R, sondern
fiir jeden geordneten Korper (vgl. Def. 1.3.15 ) anwendbar. Die Folge (ay,), und
der Grenzwert c liegen dann in diesem geordnetem Korper.

Man beachte, dafl man in diesem Fall auch die Vergleichswerte € > 0 aus diesem
Korper wihlen muf.

Das folgende Lemma gilt fiir jeden geordneten Korper.
Lemma 2.1.7 Wenn die Folge (%)n konvergiert, dann ist der Grenzwert Null.

Beweisidee: Wenn % — ¢ dann gilt

. 1 .
nh_)ngo—n =c¢ und nh_)rgo% =3

Also ist ¢ = % und somit ¢ = 0.

Wir haben die eben benutzten Rechenregeln fiir Grenzwerte noch nicht bewiesen
und zeigen diese Schluflweise direkt mit der Grenzwertdefinition.

Beweis. Es sei lim,,_,o, = c.
Zu € > 0 existiert ein ng € N, so daB
lc— Ll <e firalleneN, n>n.
Hieraus folgt einerseits, da 2n > n,
lc— 5| <e firallen €N, n>ng
und andererseits
1€ — | <§ firalleneN,n>n.
Aus der Dreiecksungleichung folgt nun:
5 = le=5l=I(c— )+ (5 —5)l
< le—gal+ 1 —§l<e+5.
fir alle n € N, n > ng. Also gilt
le| <3¢ firallee >0

und somit ¢ = 0.

Anmerkung:

1. Um die Konvergenz der Folge (%)n zu zeigen, mufl man die Grenzwertde-
finition 2.1.1 wir fiir beliebige € € R, € > 0, nachweisen. Dies gelingt aber
mit Hilfe der bisherigen Axiomen (K) und (O) nicht.

(K) und (O) besagen nur, daf R ist ein geordneter Korper ist. Das reicht
nicht aus!
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2. Um zu zeigen, daf die Konvergenz der Folge ( %)n nicht aus den Axiomen
(K) und (O) folgt, muB man einen sogenannten nicht-archimedisch
geordneten Korper vorzeigen - dies liegt aber auflerhalb der Reichweite
der Vorlesung Analysis I. In einem nicht-archimedischen Koérper ist die
Folge (1), divergent.

Satz 2.1.8 Die Folge (%)n ist genau dann konvergent, wenn N unbeschrankt
15t.

In diesem Fall ist nach Lemma 2.1.7 lim % =0.
n—oo

Beweis.

Es sei lim,, .o, = 0.

Ist nun @ € R, a > 0 so setze man ¢ := é Nach der Definition des Grenz-
wertes gibt es ein ng € N so daB

1
— <e¢e firallen €N, n>ng.
n

Also ist

1
ng > — =a.
g

Zu ¢ > 0 existiert ein ng € N mit
- < ng.
€
Dann ist

1 1
— < —<e¢ firalleneN, n>ng.
n no

Wir 16sen das Problem durch ein weiteres Axiom, das Axziom des Archimedes:

Definition 2.1.9 (Archimedisches Axiom)
(A) In den reellen Zahlen ist die Teilmenge N unbeschrdnkt.

Archimedes von Syrakus (312-287 v. Chr.)

2.1.2 Grenzwertregeln

Feststellung 2.1.10 Im Korper R reicht es, in der Grenzwertdefinition 2.1.1
als Vergleichwerte € > 0 nur rationale Zahlen zu wdhlen.

Inbesondere reicht es, die Grenzwertbedingung 2.1.1 nur fiir die Werte €, := %,
(k € N), nachzupriifen.
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Die letzte Festellung ermdoglicht induktive Beweise!

Feststellung 2.1.11 (Rechenregeln fiir Nullfolgen)
Es seien (ap)n und (by)n Folgen in R. Dann gilt:

1. ap, -0 <= |a,| —0.
lan| < |bn| (n €N) und b, -0 = a, —0.
AeRunda, -0 = Aa, — 0.
an — 0 und (by)n beschrinkt = apb, — 0.

an — 0 und b, -0 = max{|a,l|,|bn|} — 0.

S v e

anp —>0undb, -0 = a,+b, —0.

Bemerkung: In 2. reicht es, dal |a,| < |b,| fir fast alle n € N gilt (vgl.
2.1.2(3))

Feststellung 2.1.12 Konwvergente Folgen sind beschrinkt.

Beispiele 2.1.13

a) lim & =0, keN,
n—oo
b) Betrachte die Folge (¢") fiir ¢ € R.
Fiir ¢ =1 gilt: ¢" — 1.
Fir g = —1 ist (¢™) divergent.
Fiir |g| > 1 ist (¢") unbeschrénkt und somit divergent.
Fiir |¢| < 1 gilt: ¢" — 0.
¢) Fiir alle k € Ny und alle ¢ € (—1,1) ist lim n*.¢" =0.

n—oo

d) Fiir alle @ € R ist lim %,L = 0.

n—oo

Beweis (c).

gl = ——  mit L 150
= mi C=— — .
4 1+c¢ |q|

k
1 n n k+1 _ ckt iy
a+or> (1) = gy [l -0



Fiir n > 2k ist jeder Faktor n —1 > 5 und somit:

1 (k +1)! /24 A+
a (I+c)m ckt1 (n)

Fiir n > 2k folgt:

k !
2 (k+1).1_}0_

k| |n
n"|q| <C’“Tn

Feststellung 2.1.14 (Einsperregel) Es seien (an)n, (bn)n, (¢n)n Folgen in
R. Fiir fast allen € N gelte

an < cp < by,
Ist dann
lim a, = lim b, = a,
n—oo n—oo

so st auch

lim ¢, = a.
n—oo

Beweis (Einsperregel). Da |a, —a|] — 0 und |b, — a| — 0, gilt max{|a, —
al, |b, — al} — 0. Fiir fast alle n € N gilt:

apn—a<c,—a<b,—a
und folglich ist fiir fast alle n € N
len, — a| < max{|a,, — al, |b, — al}.

Also gilt nach 2.1.11 |¢, —a| — 0.

Satz 2.1.15 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Es seien (ay,), (by) Folgen mit lim a, = a und lim b, =b. Dann ist
n—oo

1. lim (an +by) =a+0, speziell lim (a, +b) = a +b.
2. lim (ap - b,) =a-b, speziell lim (ab,) = ab.

3. Wenn b #£ 0 ist, dann gibt es einng € N, so daf$ b, # 0 firn € N, n > ng.
Fir die Folge ()5, gilt



4. lim max{ay,,b,} = max{a, b}.
n—oo

5. lim |a,| = |al.
n—oo

Anmerkung: Fiir keine der Aussagen gilt die Umkehrung.

Beweis (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Wir fiihren mit Hilfe von 2.1.6
die Behauptungen auf die Regeln 2.1.11 fiir Nullfolgen zuriick:

1. (an+by) — (a+b)=(an —a)+ (b, —b).
2. apb, —ab = (ap, —a)(b, — b) + a(b, —b) + (a, — a)b.

3. Zue:= @ gibt es ein ng € N, so daB |b — b,,| < € fiir n € N, n > ny, gilt.
Fiir n € N, n > ng erhalten wir:

10| 0|
]b[—]bﬂg]b—bﬂg; = Eg\bﬂ
und
an @ 1 2

4. | max{an, by} — max{a,b}| < max{|a, — al,|b, — b|}.

5. |lan| — lall < lan — al.

Bemerkung 2.1.16 Fiir ag, a1, a2, bg, b1, by € R gilt

1. max{a; + a2,b; + bo} < max{ay, b1} + max{ag, ba}.

2. max{ag,bp} — max{ai, b1} < max{ag — a1,by — b1}.

3. |max{ao, bo} — max{ay, b1 }| < max{|ag — a1, [bo — b1}
Beweis.

1. Offensichtlich.

2. Setzt man in 1.) ag := ap — a3 und by := by — by so folgt 2.).

3. Aus 2.) folgt

max{ag, bp} — max{ai, b1} < max{|ap — ail,|bo — b1|}).

und aus Symmetriegriinden somit 3.).
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Beispiele 2.1.17

2—n+3n2 3
a) 42 T

52n _4n948
b) gt 0.

" 42" !
C) TL"+1+TL3 - O

n
d) Fiir |¢| < 1ist lim ) ¢F = L.
00 k=0 ¢

Feststellung 2.1.18 (Grenzwerte von Ungleichungen) FEs scien (ap)n, (bp)n
konvergente Folgen in R. Es gebe ein kg € N, so dafs fiir alle k > ko gilt

ag < bk.
Dann st

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Anmerkung: Aus ap < b folgt auch nur lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Feststellung 2.1.19 Sei (a)r eine Folge in R mit ap > 0 (keN) und s, =
> p_y ak, (neN) die Folge ihrer Partialsummen. Dann gilt:

(Sn)n  beschrankt = lim a, = 0.

n—oo
Anmerkung

1. Das Beispiel 1.4.11 der harmonischen Reihe zeigt, daB} die Umkehrung
nicht gilt.

2. Der Beweis wird durch Kontraposition gefithrt: Wenn (a,, ), keine Null-
folge ist, dann ist die Folge (s, ), unbeschinkt.

Zur Vorbereitung des Beweises iiberlegen wir uns, was heifit es, dafl eine Folge
(an)n keine Nullfolge ist:

Bemerkung 2.1.20 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Folge (ay), ist keine Nullfolge.

2. Es existiert ein g9 > 0 mit folgender Eigenschaft: Zu jedem n € N gibt es
eine natiirliche Zahl N > n mit |an| > €o.
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3. Es gibt eine g9 > 0 und eine streng monoton wachsende Folge (N,,), in
N, so daf

lan, | > €o fiir alle n € N.

Beweis (von Feststellung 2.1.19).
Annahme, die Folge (a, ), konvergiert nicht gegen 0. Dann gibt es ein 9 > 0 und
eine streng monoton wachsende Folge (NV,,), in N, so daB

lan, | > €o fiir alle n € N.

Daraus folgt, daB die Folge (s;,), unbeschrankt ist:

Np, n

an:Zal2ZaNk>nso firn=1,2,....
=1 k=

sy

Das folgende Korollar werden wir im Abschnitt Cauchy-Folgen wesentlich verschirfen
(vgl. 2.2.12). Dabei werden wir eine dhnliche Beweisidee verwenden.

Korollar 2.1.21 FEs sei (ap), eine monotone, beschrinkte Folge. Dann ist
lim (ap4+1 — an) = 0.
n—oo

Beweis. Ohne Einschrankung sei (ay), monoton wachsend und nach oben be-
schrinkt. Man bilde die Folge d,, := an4+1 — an, (neN) und die Partialsummen
Sp =Y p_1di = an+1 —ai. Da die Folge (sy), beschrankt ist, folgt lim d,, = 0.

2.1.3 Uneigentliche Konvergenz

Definition 2.1.22 (Uneigentliche Konvergenz)

1. Eine Folge (an)y in R strebt gegen +oo , falls es zu jedem K > 0 ein
ng € N gibt, so daf fiir alle n > ng gilt:

an, > K.

Man schreibt a,, — +00 oder lim a, = +o00.
n—oo

2. Eine Folge (an)n in R strebt gegen —oo, falls es zu jedem K > 0 ein
ng € N gibt, so daf fir alle n > ng gilt:

an < —K.

Man schreibt a,, — —oo0 oder lim a, = —o0.
n—oo
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Bemerkung. 1.) Statt +oo schreibt man auch oo.
2.) Es sei C' > 0. Statt a,, > K kann man auch a,, > CK fordern.

Bemerkung 2.1.23 Die Symbole +o0o sind keine Zahlen. Man kann die Re-
chenregeln fiir Grenzwerte bequem formulieren, wenn man R zu der Menge

R := R U {+00, —00}
erweitert und die folgenden Regeln vereinbart:

—0o <z < +oo firxeR,

r+oo==200+2x =700, i:O fir x € R,
+oo

r-too =200 -x==xo00 fiirz >0,

r-too =200 =Foo fiirxz<O.

00+ 00 =400, —O00—00=—00,

0000 =—00"—00=00, +00:r—00=—00-+00=—00.

R ist total geordnet. Weitere Ausdriicke wie 0 - o0, iﬁ und +oo — oo sind
00

nicht definiert!

Feststellung 2.1.24 Es seien (ay)n und (by)n, Folgen in R.
1. Es gilt a,, — +o0o genau dann, wenn

1
Gn >O fir fast allen € N und — — 0.
< anp

2. FEs sei c > 0, so daf$ b, > c fir fast alle n € N. Wenn a,, — 400, dann
gilt anb, — £oo.

3. Wenn a, < by, (neN), und a, — oo, dann gilt b, — oo.

Feststellung 2.1.25 FEs seien (a,)n und (bp)n, Folgen in R mit a, — a € R
und b, — b € R.

1. Wenn a£0b in R definiert ist, dann gilt a,, £b, — a +b.

2. Wenn a-b in R definiert ist, dann gilt a,b, — a - b.

3. Wenn % in R definiert ist, dann gilt Z—n — %.
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Bemerkung 2.1.26 (Wachstumsgeschwindigkeit) Es ist fiir die Analysis
sehr wichtig, die Wachstumsgeschwindigkeit von Folgen a,, — +00 zu erfassen.

Eine Folge (b,)y strebt schneller als (ay), gegen 400 , falls

a
L0

bn

gilt.

Beispiel. In der folgenden Liste strebt jede Folge schneller nach +oo als die
vorhergehende:

a) (n¥), (k € N); b) (¢"), (¢ > 1); ¢) (nl); d) (n"); e) (27°).

Zum Beweis siehe Beispiel 2.1.13, und Satz 1.5.4
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2.2 Vollsténdigkeit der reellen Zahlen
2.2.1 Intervallschachtelungen

Bezeichnung 2.2.1 Ein Intervall [a,b] mit Endpunkten a,b € R heile kurz
ein kompaktes Intervall.

Statt kompaktes Intervall sagt man auch abgeschlossenes, beschrinktes
Intervall.

Bezeichnung 2.2.2 Eine Intervallschachtelung ist eine Folge (1), kom-
pakter Intervalle mit den Eigenschaften:

1. Firn e Nist I C I,,.

2. Die Léngen |I,,| der Intervalle konvergieren gegen Null.

Lemma 2.2.3 Es sei (I,), eine Intervallschachtelung. Wenn x,% € (,cn In,
dann ist x = .

Beispiel. Im Abschnitt 1.5.8 haben wir die Intervallschachtelungen

. "1 1 1 .
[En, E}] = [ZE’ ZH—Fn‘n'} firn e N
k=0 k=0
konstruiert. Offensichtlich ist die Lénge (vgl 1.5.6)

1 _ l(ﬁ)nﬂ,

E., E']ll =
[1En: Bl n-n! " 9'n

Z. B. fiir n = 10 ist die Lénge kleiner als 2 - 1077.

In Satz 1.5.11 haben wir gesehen, dafl es keine rationale Zahl gibt, die in allen
Intervallen [E,, E], (neN), liegt.

Wir werden die Existenz einer Zahl e, die in allen Intervallen [E,, E}] liegt, aus
einem weiteren Axiom (2.2.6) folgern.

Bemerkung 2.2.4 (Wurzel aus 2 ist nicht rational) —
Es gibt keine rationale Zahl r € Q mit 72 = 2.

Beweis. Es sei r = d >0, p,q € N, so daB p und ¢ keinen gemeinsamen Teiler
q
haben. Aus

r? = (2)2:2 = p?=2¢
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Also ist p? eine gerade Zahl und somit muB auch p gerade sein. Es gilt p = 2m mit
einem m € N. Es folgt:

Am? =p®* =22 = 2m?®=¢>%

Also ist auch g eine gerade Zahl und 2 ist ein gemeinsamer Teiler von p und gq.
Widerspruch! Wir konstruieren eine Intervallschachtelung zur Bestimmung der
Wurzel:

Approximation der
Nullstelle der
Parabel y = x

2
ty — a+

2—a.

Parabel ist konvex:
Tangente < Parabel < Sekante

to Startpunkt mit a < t%

so Nullstelle der Sekante durch
(0, —a) und (to,t3 — a)

t1 Nullstelle der Tangente in
(to, t3)

s1 Nullstelle der Sekante durch
(0, —a) und (t1,t? — a)

Intervallschachtelung:
S0 < 81 < ~ae < T < Hp.

Beispiele 2.2.5 (Intervallschachtelung: Wurzel)

Es sei a € R, a > 0. Wir definieren rekursiv eine Folge (¢,,)n:

Anfangswert: to € (0,00) beliebig
1
Rekursion: tht1 = = (tn + g) firn=1,2,...
2 tn
Fiir n € N gilt ¢,, > 0 und
1 a \2
tgz —a = Z(tnil — tn_l) 2 0. (*)

Die Folge ()72 ist monoton fallend:

—(t2—a)>0 firn=12,...

tn _tn+1 = ot
n

Da die Folge (t,), monoton und beschrinkt ist, folgt nach Korollar 2.1.21

n—oo

a
Wir bilden eine zweite, monoton wachsende Folge s,, := e (neN). Aus
n

tn — $n = 2(tn — tny1) =0
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folgt fiir alle n € N:

sp <ty und lim (¢, — s,) = 0.
n—oo

Wir haben also eine Intervallschachtelung [sy, t,], (neN).

Diese Intervallschachtelung definiert die positive Wurzel aus a, denn es gilt:

x € ﬂ[sn,tn] — 2*=ua.
neN

Fiir n € N folgt aus s, < z < t,, dafi:

1 a 1 a 1 a
S =5 (50 + D) <5t ) <t ) =ta
Nach Lemma 2.2.3 ist
B 1 a 2
ZL'—E(Z'—{—E) < r° =a.

Es sei 0 < z und 22 = a. Fiir n € N folgt aus (x):

0<t:—a=t2-2> = z<t,.

2.2.2 Vollstindig geordneter Korper

Um in den reellen Zahlen R die Existenz der Zahl e, oder die Existenz der
Whurzel aus einer positiven Zahl zu sichern, brauchen wir ein weiteres Axiom
fir R, daf} die Vollstindigkeit von R sichert:

Definition 2.2.6 (Intervallschachtelungsprinzip)

(I) Es sei (In)nen eine Intervallschachtelung in R. Dann ezistiert ein
o0
cE ﬂ I,.
n=1

Bemerkung. Nach Lemma 2.2.3 gibt es genau ein ¢ € (02, I,,.

Anmerkung.
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1. Ein geordneter Korper, der die Axiome A und I erfiillt, heifit vollstindig
geordneter Korper.

2. Man kann zeigen, dafl es - bis auf Isomorphie - genau einen vollstindig
geordneten Korper gibt. Das sind die reellen Zahlen.

3. Der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der reellen Zahlen iiber-
fordert den Anfanger und ist fiir das weitere Vorgehen erstmal entbehrlich.
Wir werden am Ende Semesters darauf eingehen.

4. Die Vorlesung Analysis I handelt davon, welche Folgerungen man aus
den Axiomen eines vollstindig geordneten Korpers ziehen kann.

5. Es gibt eine Reihe von dquivalenten Forderungen, um die Vollstédndigkeit
eines geordneten Korpers zu beschreiben. Die Lehrbiicher unterscheiden
sich darin, welche der Forderungen sie als Axiom und welche als Folgerung
wéahlen.

6. Andere iibliche dquivalente Forderungen sind u.a.

(a) Cauchysches Konvergenzkriterium
(b) Supremums-Eigenschaft
(¢) Dedekindsches Schnittaxiom

7. Wir werden das Cauchysche Konvergenzkriterium und die Supremumsei-
genschaft untersuchen.

2.2.3 Cauchysches Konvergenzkriterium

Bei der Definition der Konvergenz mufl man den Grenzwert bereits kennen, um
die Konvergenzbedingung nachzupriifen. Das Cauchysche Konvergenzkriterium
ermoglicht, die Konvergenz einer Folge zu testen, deren Grenzwert noch nicht
bekannt ist.

Definition 2.2.7 Fine Folge (ap)nen in R heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:
Ve>03ng e NVn,m >ng:  |ap —an| <e.
Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Bemerkung 2.2.8 Die Feststellungen 2.1.5 und 2.1.10 gelten sinngem&f auch
fiir die Definition von Cauchy-Folgen.
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Beispiel. Eine konvergente Folge (ay,), ist eine Cauchy-Folge:

Es sei lim =c¢. Zu e > 0 gibt es ein ng € N, so dafl

n—oo
€ .
lan, — ¢| < 3 fiir alle n > ng.

Aus der Dreiecksungleichung folgt:
€

2:5 fir m,n > Ny.

€
|am—an|<|am—c|+\c—an|<§+

Satz 2.2.9 (Cauchysches Konvergenzkriterium) FEine Folge (ay)nen in R
ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis.

Diese Beweisrichtung haben wir im obigen Beispiel gezeigt.

Es sei (a,)n eine Cauchy-Folge. Wir wahlen zu den Vergleichswerten g, := 2%
induktiv passende nj € N, so daB die Folge (ny)x streng monoton wachsend
ist und

lam — an| < ek fiir alle m,n > ny. (%)

Wahle zu €1 ein passendes n;.
k= k+ 1:| Es seien zu €1,...,&, bereits passende n; gefunden, so daB

ny <mng < ---<ngund (%) fir k=1,2,...,n erfillt ist.
Dann gibt es nach Voraussetung zu €1 ein ngiq, so daB ngi1 > ng
und (x) fur k + 1 gilt.

Man setze nun
I, = [ank — 25k,ank + 25k]-

Nach Konstruktion ist a, € I, fiir n > ny.

Es ist Ixy1 C I da (Zeichnung):

(o + 2ep41 < Qn,, + €k + 26541 = Qn,, + 2}

Upyy — 2641 > Qny, — € — 26541 = Qp,, — 26k
und folglich
[ank“ — 26k41, Qnyq + 25k+1} C [ank — 2eg,an, + 26k].

Fiir die Langen der Intervalle gilt: |I}| = 4¢), = 42% — 0. Nach dem Inter-
vallschachtelungsprinzip 2.2.6 gibt es ein

cc ﬂ[k.
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Wenn n > ny, so sind a,, c € I, und folglich:

lan — ¢ < |Ii] = 4eg.

lim a, = c.
n—oo

Bemerkung. Fiir die Konvergenz einer Folge reicht es nicht, dafl die Differen-
zen aufeinanderfolgender Glieder eine Nullfolge bilden:

1. Fiir die harmonische Reihe hy, = >"}_, %, (nen) gilt hyy1—hy =
aber h,, — oo.

2. Die Folge /n — oo aber v/n+1—+/n — 0.
3. Fiir die beschrinkte Folge

1
n+1-_90

1.1 1
1,0,=,1,=,0,=
07 70’2’ 72’0’3’

2 1
_717 7_707 PR
3 3

[SLA )
|

bilden die Differenzen aufeinanderfolgender Glieder eine Nullfolge. Die
Folge ist aber nicht konvergent.

Wenn die die Differenzen aufeinanderfolgender Glieder einer Folge kleiner sind
als die Summanden einer konvergenten Reihe, so ist die Folge eine Cauchyfolge.

Meistens vergleicht man mit der geometrischen Reihe:

Satz 2.2.10 (Vergleich mit geometrischer Reihe)
Wenn eine Folge (an)nen die folgende Bedingung erfillt

J30<¢<1,C>0,neNYR=ny: |aps1 —an| <C¢",
dann ist sie konvergent.

Beweis. Die Folge ist eine Cauchyfolge. Fiir m > n gilt

m—1 m—1
|am — an| = ‘ Z(ak+1 - ak)‘ < Z a1 — agl
k=n k=n

m—1
1—qgm™ C
<C> F=cC 13(} ¢ <"
k=n
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2.2.4 Monotone Folgen

Jedem Satz iiber monotone Folgen entspricht ein Satz iiber Reihen mit nicht-
negativen Summanden und umgekehrt.

Satz 2.2.11 (Reihen mit nichtnegativen Summanden) FEs sei (a,), eine
Folge mit nichtnegativen Gliedern. Wenn die Folge der Partialsummen s, =
> r—y ar nach oben beschrinkt ist, dann existiert der Grenzwert lim s,.

n—oo
Beweis. Wir zeigen, daB die Folge (s, ), eine Cauchy-Folge ist.
Annahme: (s,), ist keine Cauchy-Folge. Dann gibt es ein g9 > 0, so daB es zu
jedem n € N zwei Indices [, m > n gibt mit
|sm — s1| 2 €0
Es sei etwa m > [ > n. Da die Summanden aj, > 0 sind, folgt:

Zak LT

k=l

Man kann nun rekursiv eine streng monoton wachsende Folge N, (NeN),
natiirlicher Zahlen mit Startwert Ny = 0 angeben, so da3

Nn

Z ar = €o fﬂrn:1,2,...
k:anl“l‘l

Dann ist aber die Folge (an) (neN), unbeschrankt:

SITE Sl DR

I=1 k=N,_1+1

Widerspruch. Die Folge (s;,)y ist also eine Cauchy-Folge.

Satz 2.2.12 Monotone beschrinkte Folgen in R sind konvergent.

Beweis. Die Folge (ay), sei monoton wachsend und nach oben beschrankt. Die
Folge ay4+1 — an, (neN), ist nichtnegativ und folglich ist nach Satz 2.2.11 die Folge
n

der Partialsummen Z(anﬂ — ay,) konvergent.

k=1
Dann gilt:
n—1
lim a, = a1 + hm Z ag11 — ag).

Fiir monoton fallende, nach unten beschriankte Folgen (ay,), existiert lim (—ay,)
n—oo

und folglich nach den Rechenregeln 2.1.15 auch

lim a, = — lim (—ay).
n—oo n—oo
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2.2.5 n-te Wurzeln

Feststellung 2.2.13 (Approximation der n-ten Wurzel) FEs seien n € N
und x > 0. Wir erhalten eine monoton fallende Folge (yx)r positiver Zahlen
durch die Vorschrift:

Startwert: yo mityy = x,

y?—w)

Rekursion: - (1—
ekursion:  Yri1 = Yk g

mit folgenden Figenschaften:

n

yp = x, yr >0 firkeNy, und yr—1 >y firkeN.

Fiir den Grenzwert y := klim yr gilt Yy = .
— 00

Bemerkung: Als Startwert kann man z.B. yg = 1 + fol wéhlen. Dann ist
v =1+ > 1402t =

Beweis. Die Abschatzungen folgen durch Induktion nach k.

Die beiden ersten Aussagen sind klar nach Definition.

n

n:c <1 folgt nach Bernoulli (1.5.1):
nyy

n

Yp —T\" Yy —
= y;&rl:yﬂ(l— fzy”) 292(1— kyn )zx.
k k

— 1)y
(n )yk+$>

0.
ny,?

Yk+1 = Yk

yﬁ—x)
Yk

0<yr—z = Y1 =ur(l— < Yk-
Also existiert y := klim Y- Aus der Rekursionsformel folgt:
— 00

ny" = lim (nyp = yen) = lim (n =Dy +2 = (n=1)y" + 2.

Folglich ist y" = x.

Satz 2.2.14 Zu x > 0 und n € N existiert eine eindeutig bestimmte reelle Zahl
y >0 mit y" = .

Bezeichnung. Die eindeutig bestimmte Zahl y aus vorigem Satz heif3t die n-te
Wurzel aus x. Bezeichnung: y = /z Man setzt /0 := 0.
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Korollar 2.2.15 Die Funktion (0,00) 3 x +— +/z ist streng monoton wach-
send.

Beweis.

Eindeutigkeit: Es seien y,5 > 0. Wenn y < g, dann ist y" < ™. Aus y" =
x = gy" folgt also y = 9.

Existenz: Die Existenz der n-ten Wurzel folgt aus der Festellung 2.2.13.

Bemerkung und Bezeichnung 2.2.16 Wir vereinbaren die tibliche Expo-
nenten Schreibweise fiir Wurzeln.

Aus der Eindeutigkeit der Wurzel folgt fiir x > 0, x € R:

1. Firpe Z, g € Nist

Y = (V).

2. Es seien p, p € Z, q, ¢ € N. Wenn b _ 2, dann ist
q q

VP = YxP.
3. Fiir p € Z, g € N definiert man:

v = VP,

Satz 2.2.17 (Bernoullische Ungleichung fiir die Wurzel)
Firxz>—-1,z R, undn € N gilt:

1+ < VTrz<1+2
n(l+x) n

Beweis. Wir setzen
Vi+zr=1+a.
Dann ist a > —1. Nach Bernoulli (1.5.1) folgt
l+r=01+a)"214+na=1-n+nvl+z
VItz<i+-

Wenden wir die soeben gezeigt Ungleichung an, so folgt:

n 1 1
VT - S SR
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Feststellung 2.2.18 (Stetigkeit der n-ten Wurzel)
FEs sei (ag)r eine Folge, a > 0 und k € N. Dann gilt:

lim ap, =a = lim Yar = Va

Beweis. Der Fall a; — 0 ist klar. Wenn der Grenzwert a # 0, so gibt esein ng € N
so daB

a .
ak>§ fir n > ny.

ap — a

> —1 firn > ng.
a

Die Behauptung folgt nun aus der Bernoullischen Ungleichung:

%<1+ak—a> < %n/1+ak_a< %<1+ak—a>.
kay a ka

Feststellung 2.2.19 FEs seiq € R, ¢ > 0. Dann ist

lim {/¢q=1.

n—oo

Die Folge

streng momnoton fallend fir q¢>1,
streng monoton wachsend fir 0< g < 1.

(Va)n st {

Bemerkung: Die Konvergenz {/q — 1 folgt aus der Bernoullischen Unglei-
chung: Fiir ¢ > 0 gilt:

1,1 1
1+f(1f7)< Yg<1+ =(g—1).

n
Beispiel.

1.05< V2~ 1.0718 < 1.1,
1.000999 < V1000 ~ 1.0069 < 1.999 .

Beweis. Fiir ¢ > 0 setze man

g=142 mit z>-1
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und wende die Bernoullische Ungleichung 2.2.17 an:

1+  <Vitr<1i+ i
n(l+x) n

Also ist lim /14 x = 1.

n—oo

Im Falle 1 < g ist {/g > 1 und aus

¢<a¥/q=(Va)"
folgt die strenge Monotonie der Folge: "/q < {/q.

Im Falle 0 < ¢ < 1 sind die Kehrwerte '\‘/g streng monoton fallend.

Feststellung 2.2.20 Die Folge \/n, (n = 3,4,...), ist streng monoton fallend
und es ist

lim /n=1

n—oo

Bemerkung. Die Behauptungen folgen aus der Abschitzung
L. [ 2 y
1+ - < Vn<l+4y/—— firn=34,...
n n—1

Beweis. Nach Lemma 1.5.5 gilt

1 1
(n+ >n:(1+—>n<3§n firn=3,4,....
n n

1
= 1+-<+/n
n

= n+1<nyn= (V)" firn=34,...

Wir setzen a, = v/n — 1.

Also ist
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2.3 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit
2.3.1 Grenzwerte von Funktionen

Beispiele 2.3.1 Die Funktion

x2—4

fix— >

ist im Punkt 2 nicht definiert. Da
flz)=x+2 firxz+#2,

liegen die Funktionswerte nahe an 4, wenn x nahe an 2 liegt.

Genauer gilt fiir jede Folge (z,,) in R\ {2}:

Aus =z, — 2 folgt f(z,) — 4.

Somit sollte 4 der ,,Grenzwert” von f bei der Anndherung an 2 sein.

Bei der Definition des Grenzwertes einer Funktion f in einem Punkt a un-
tersuchen wir zunéchst den wichtigen Spezialfall, dal der Punkt @ nicht zum

Definitionsbereich von f gehort:

Definition 2.3.2 (Spezialfall f: I\ {a} — R)

Gegeben sei ein offenes Intervall I C R, a € I und eine Funktion f : I\{a} — R.
Eine Zahl £ € R heifit Grenzwert der Funktion f im Punkte a, falls fiir jede

Folge (zy)n in I\ {a} aus x, — a stets f(x,) — £ folgt.

Bezeichnung. Man schreibt ¢ = lim f(x) oder f(x) — ¢ firr z — a.

r—a

Bemerkung

1. Wir werden spéter die Definition auf beliebige Definitionsbereiche aus-

dehnen.

2. In der obigen Definition ist die Funktion im Punkte a nicht definiert.
Irgendein andersweitig erklidrter Funktionswert im Punkte a spielt fiir die

Bestimmung des Grenzwertes also keine Rolle.

3. Um auf jedenfall klarzustellen, dafl wir die Funktion f auf dem Definiti-

onsbereich I\ {a} meinen, schreiben wir

lim f(x).

r—a

r#a
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4. Diese Vorsichtsmafinahme ist angebracht, da man in der Literatur zwei
Definitionen des Grenzwertes findet. Fiir den traditionellen Grenzwert-

begriff von Weierstraf§ vergleiche man das Schulbuch, | , Band
I1] oder [ ], fiir den moderneren, flexibleren Begriff siehe
[ I J oder | J

Wir beschrinken uns vorerst auf die Fille, in denen der Unterschied sich
nicht bemerkbar macht.

Feststellung 2.3.3

1. Der Grenzwert ist eindeutig bestimmit.
2. Ist J C R ein offenes Intervall und a € J, so gilt fir die Finschrinkung
9= flinnfay:
lim f(z) =¢ < limg(x)="¢.

r—a r—a

Bemerkung Teil 2.) der Feststellung besagt, dafi der Grenzwert nur vom Ver-
halten der Funktion in einer kleinen Umgebung J des Punktes a abhéngt. I N.J
ist ein offenes Intervall.

Wir schreiben

lim f(z):= lim g(z) = ¢.

xaéTf(TzJ e
Beispiele 2.3.4
. . 24
1. Es gilt also iLr% T =4

Setzen wir diese Funktion in x = 2 durch ein beliebiges ¢ € R zu einer auf
ganz R definierten Funktion fort:
4 fijp g #* 2

f:R—R w2
/ - 7x’_){c fir z=2"

so gilt in allen Fallen lir% f(z) =4.
T—

2. Allgemeiner gilt lim “;:32 = lim(z + a) = 2a.
r—a r—a
r#a
3. Fir a > 0 gilt lim z = V/a.

T#a
Fiir die auf (0,00) \ {a} erklérte Funktion erhélt man:

Vi-va 1 1

lim = lim =

z—a T —a fg;g\/%Jr\/E 2\/a




Die folgende Feststellung liefert eine dquivalente Formulierung der Grenzwert-
definition.

Feststellung 2.3.5 (e-0 Definition des Grenzwertes)

Gegeben sei ein offenes Intervall I C R, a € I und eine Funktion f : I\{a} — R.
Fiir ¢ € R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. ¢ =lim f(x),

r—a

2. Fir alle ¢ > 0 existiert ein 6 > 0, so daf fir x € I \{a} aus |z —al <0
stets |f(x) — 4| < e folgt.

Bild. Das heifit, zu jedem 2e-Intervall I.(¢) = (¢ — &, ¢ + €) mit Mittelpunkt ¢
gibt es ein 20-Intervall I5(¢) = (a — 6, a + ) mit Mittelpunkt a, so dal

f(Is(a) \ {a}) € I(0).

Feststellung 2.3.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Gegeben sei ein offenes Intervall I C R, a € I und Funktionen f,g: I\{a} — R
mit lim f(x) = £ und lim g(x) = £,
r—a r—a
Dann folgt

1. lim(f +g)(x) = lim f(x) + lim ().

2. lim(f-)(z) = lim (x) - lim g(a).

3. Wenn £y # 0, so gibt es ein offenes Intervall J C I mit a € J, so dafs
g(x) #0 firxz e J\{a}.
Auf J\ {a} gilt dann:

lim f(x)
lim (=)(z) = *"——
z€\{a} I lim g(x)

Bezeichnung Im allgemeinen geben wir in der Aussage 3.) das Intervall J nicht
an und schreiben:

lim =(z) = lim —~ = —* .
{L‘*)(Lg( ) T—a g(;c) fg

Bemerkung 2.3.7 Weitere Regeln sind:
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. Einsperregel: Es sei h: I\ {a} = Rund f <h <g.
Wenn lim f(z) = lim g(x) = ¢, dann ist lim h(z) = /.
Wenn lim f(x) = 0, h beschréinkt, dann lim (f - h)(z) = 0.
. lim max(f, g)(z) = max{lim f(z), lim g(x)}.

i /(@) = | lim ()]

. Essei p € N. Wenn f > 0, so gilt

tim {/ (@) = im 7o)

Beweis (von Feststellung 2.3.6).

1. und 2. Dies folgt sofort aus den entsprechenden Regeln 2.1.15 fiir Grenzwerte

von Folgen.

3. Wir miissen ein offenes Intervall J angeben, das a enthélt und auf dem g(z) #

0 ist:

l
Nach Feststellung 2.3.5 gibt es zu ¢ := % > 0eind > 0, sodaB fiirz € Dy
und |z — a|] < ¢ folgendes gilt:
14
y—gla)] << =12l

l l
= gl -le@l <2 s o<l o).

Die restliche Behauptung folgt nun aus der entsprechenden Regel 2.1.15(3)
fiir Quotienten von Folgen.

Beispiel.

. 24+ 1
lim

=1
AVET V-V Ve

Die Funktion ist fiir x > 0 erklart, da:

\/x+\/5—\/:n—\/§>0 fir = > 0.

Es sei ()5, eine Folge mit z,, — 1 fiir n — oco. Dann gilt

Ty — 1,
Ty — /Ty — 0,
Ty + /Ty —

S 5

Sk
_|_
!
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Beispiele 2.3.8 Die Heaviside-Funktion wird auf R definiert durch

0 fir =<0
H(x)'_{1 fir >0

Die Heaviside Funktion beschreibt einen Einschaltvorgang, ein Signal springt
von 0 auf 1.

Der Grenzwert lim,_.o H(x) existiert offenbar nicht.
x#0

Fiir Folgen (x,) in (0,00) mit z, — 0 gilt H(z,) — 1, fiir Folgen (z,) in
(—00,0) mit z, — 0 gilt H(x,) — 0 .

Man kann daher 1 als rechtsseitigen Grenzwert und 0 als linksseitigen
Grenzwert von H in Punkte 0 auffassen.

Definition 2.3.9 (rechtsseitiger Grenzwert)

Gegeben sei ein nichtleeres, offenes Intervall I C R, mit linkem Endpunkt
a € R und eine Funktion f: 1 — R.

Eine Zahl £ € R heifit rechsseitiger Grenzwert der Funktion f im Punkte a,
falls fiir jede Folge (xy)y in I aus x, — a stets f(x,) — £ folgt.

Bezeichnung und Bemerkung 2.3.10

1. Man schreibt
hfnf(x) = lim f(z) = f(a¥):=4¢

z—a™t

oder f(z) — ¢ fiir z | a.

2. Der rechsseitige Grenzwert ist ein Spezialfall des Grenzwertbegriffes 2.3.12.
Man kann also auch lim,_,, f(x) schreiben.

3. Analog definiert man fiir ein nichtleeres, offenes Intervall I mit rechtem
Endpunkt b € R den linksseitigen Grenzwert

I;gblf(iv) = lim f(z) = f(b7) =1

T—b~
und schreibt f(z) — ¢ fiir z T a.

4. Es sei I ein offenes Intervall, a € I und f : I — R. Wir vereinbaren:

hfnf(az) = lifn f(x), h%nf(a:) = li{n f(x).
x€(a,00) z€(—00,a)

5. Fir innere Punkte a € I gilt also:

lim f(z) =0 < lillfnf(:v)zﬁ und lilTrnf(x):E.

r#a

71



2.3.2 Uneigentliche Grenzwerte

1
Beispiele 2.3.11 Wir betrachten die auf R \ {0} definierte Inversion x — — .
x

1

1. Fir die Inversion x — Z existiert der Grenzwert im Punkte O nicht.

1
2. Fiir Folgen (x,,) in (0, 00) mit z, — 0 gilt — — oo.
In

1
3. Fiir Folgen (z,) C (—00,0) mit x,, — 0 gilt — — —o0.

Tn

1
4. Strebt z gegen —oo oder oo so strebt — gegen 0.
x

1
D.h. fiir jede Folge (zy,), mit z, — oo oder z,, — —oo gilt lim — = 0.
n—00 Ip,

Wir wollen also noch Grenzwerte fiir z — %00 einfithren und den Fall f(x) —
£00 betrachten.

Wir geben eine Definition des Grenzwertes auf offenen Intervallen, die diese
Faélle und die vorangehenden umfafit:

Definition 2.3.12 (Grenzwert einer Funktion)

Gegeben seien:

ein nichtleeres, offenes Intervall I C R und ein a € R, so daf es eine
Folge (xy)n in I\ {a} gibt, die gegen a konvergiert,

eine Funktion f: 1\ {a} — R und ein £ € R.

Die Funktion f strebt gegen ¢ fir x — a , falls fiir jede Folge (xy)n in I\ {a}
aus x, — a stets f(x,) — £ folgt.

Bezeichnung. Wir schreiben fiir obige Definition:
lim f(x) = ¢ oder f(x) — ¢ fir x — a.

Bemerkung. Diese Definition umfafit die folgenden fiinf Fille

1. a = —oo0 und I = (—o0,b): Wir schreiben lim f(z):=/¢

2. a=o0und I = (b, 00): Wir schreiben lim f(z) :=¢.

3. a € Rund I = (a,b): Wir schreiben lifn flx):=1¢
und nennen ¢ den rechtsseitigen Grenzwert.

4. a € Rund I = (b,a): Wir schreiben li%n flz):=¢

und nennen ¢ den linksseitigen Grenzwert.
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5. c<a<b, I=(cb)und f:1I)\{a} — R: Wir schreiben

lim f(z) = lim f(x) :=¢.
ra wta

Beispiele 2.3.13 1. Fiir die Heaviside-Funktion ist H(0") = 1und H(0™) =
0.

2. Fiir die auf R\ {0} definierte Inversion gilt

——0 fiir x — £oo,
T

1 .

— — 00 fir z | O,

x

1 ..

— — —o0 firxzT0.

x

3. Firn € N gilt 2" — oo fiir z — oo.
4. Fir n € N, n gerade, gilt 2™ — oo fiir z — —oc.

5. Fiir n € N, n ungerade, gilt 2" — —oo fiir z — —o0.

6.\/5:

— — oo fiir z | 0.
x

-

Feststellung 2.3.14 (K-§ Definition fiir f(z) — o0)

Gegeben seien:

ein nichtleeres, offenes Intervall I C R, ein a € R, so daf§ es eine
Folge (zy)n in I\{a} gibt, die gegen a konvergiert, und eine Funktion
f:I\{a} = R. Also Dy =1\ {a}.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Funktion f strebt gegen oo fir x — a.

2. Fall a € R:
VK >030>0Vx €Dy : |[zr—al|<d = f(x)> K.
Fall a = oc:
VK >03L>0Vz e Dy : 2 >L = f(z)> K.

Fall ¢ = —oc:
VK >03dL>0Vz e Dy : v <—-L = f(z)> K.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis.
Annahme: Es gilt f(z) — oo fiir x — a und 2.) gelte nicht.
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Fall a € R: Gilt 2.) nicht, so gibt es ein Ky, so daB zu 4,, = % ein x, € Dy
existiert mit |z, —a| < &, und f(z,) < Kp.

Die Folge (z,), konvergiert gegen a und die Folge (f(xy))n ist beschrankt.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung lim f(z) = co.
r—a

Fall a = oo: Gilt 2.) nicht, so gibt es ein Ky, so daB zu L,, = n ein z,, € Dy
existiert mit x,, > L, und f(x,) < K.

Die Folge z,, — oo und die Folge (f(xy))y ist beschrankt.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung lim f(z) = co.
r—a

Fall a = —oo: der Widerspruch folgt analog.

Es sei (), eine Folge in Dy mit x, — a.

Fall a € R: zu K > 0 wéhle ein § > 0 gem&B 2.). Es gibt ein nyg € N mit
|zy, —a| < 0 fiir alle n > ng. Fiir diese n folgt dann f(x,) > K. Also gilt
f(zy) — 0.

Fall a = oo: zu K > 0 wéhleein L > 0 gemiaB 2.). Es gibt ein ng € Nmitx,, > L
fir alle n > ng. Fir diese n folgt dann f(x,) > K. Also gilt f(z,) — oc.

Fall a = —oo: Analog folgt f(x,) — —o0.

Die Feststellungen 2.1.25 gelten sinngeméif fiir die obigen Situationen.

Feststellung 2.3.15 (Uneigentliche Grenzwerte)

Gegeben seien:

ein nichtleeres, offenes Intervall I C R, ein a € R, so daf es eine

Folge (zy)n in I\ {a} gibt, die gegen a konvergiert, und Funktionen

[, 9:1\{a} = R mit Grenzwerten lim f(z) = {; € R, lim g(x) =
T—a T—a

ly €R.

1. Wenn £y £/44 in R definiert ist, dann gilt
(f£9)(@) = Ly £ 4,

2. Wenn Uy - L, in R definiert ist, dann gilt (f - g)(x) — €5 - £,

by — . . i ly
: — inR d t ist, d It = -,
3. Wenn 7 in efiniert ist, dann gi (g> () — 2
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2.3.3 Cauchykriterium

Aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Folgen erhélt man das entspre-
chende Kriterium fiir Grenzwerte von Funktionen:

Satz 2.3.16 (Cauchysches Konvergenzkriterium)

Gegeben sei ein nichtleeres, offenes Intervall I mit rechtem Endpunkt a € R
und eine Funktion f : I — R. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Es existiert Grenzwert f(a™) = li%n f(z) e R.
xr|a

2. Fir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0, so daf8 fir alle z, y € (a — 6,a) N1
stets |f(x) — f(y)| < e gilt.

In Quantoren:

Ve>030>0Vz,ye€(a—d,a)NI:|f(x)— fly)| <e.

Bemerkung.

1. Ein entsprechende Kriterien gilt fiir Grenzwerte in einem inneren Punkt
ael:

Ve >036 > 0Vx,y eI\ {a} :
|t —a| <dund |y —a| <d=|f(z)— fly)| <e.

2. Im Fall x — oo lautet das Cauchy-Kriterium:

Ve>03L >0V, y>L:|f(x)— fly)] <e.

Beweis.
Es sei li%nf(x) = (. Nach Satz 2.3.5 gibt es zu ¢ > 0 ein § > 0, so daB
x|la

aus x € I\ {a}, |x — a|] < J stets | f(z) — £| < ¢ folgt. Also gilt fir z, y € I\ {a}
mit |z —a| <6, ly—al <6

1f(z) — f)| < |f(z) — L]+ |6 — f(y)] < 2e.

Aus 2.) folgt, daB fiir jede Folge (zy), in I mit Grenzwert a die Fol-
ge (f(zn))n eine Cauchy-Folge ist und folglich konvergiert. Nach dem ReiBver-
schluBprinzip 2.3.17 haben alle diese Folgen den gleichen Grenzwert. Also exisitiert

lxiglf(w)-
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Bemerkung 2.3.17 (Reif3verschluf3prinzip)

Wenn z,, — a und y, — a, dann konvergiert auch die Folge x1,y1,x2,¥o, ...
gegen a. Wenn ( f(a:n))n und ( f (yn))n konvergieren, so konvergiert auch die
Folge

f(x1)7 f(y1)7 f(xQ)a f(y2), ce

Somit haben die Folgen ( f (xn))n und ( f (yn))n den gleichen Grenzwert.

Satz 2.3.18 FEs seien I C R ein nichtleeres, offenes Intervall mit rechtem End-
punkt b und f : I — R monoton wachsend und beschrdinkt. Dann existiert

f7) = lim f(x) in R

Beweis. Annahme: die Cauchy-Bedingung ist nicht erfiillt.

Dann gibt es ein g > 0, so daB es zu jedem § > 0 zwei Punkte x, y € I gibt mit
z,y € (b—24,b) und [f(z) — f(y)| > eo.

Zu den Werten §,, = % bilde man induktiv zwei Folgen (z,,)n, (yn)n, so daB
Ty < Yn < Tpy1 < Yn41 und

0<eo< flyn— f(zy) firn=1,2,...

Dann folgt f(yn+1) — f(y1)
=" (Fkr — Flarsr) + Flansr) — F(u) > neo.
k=1

Die Folge (f(yn))n ist also unbeschrankt. Widerspruch.

Korollar 2.3.19 FEs seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R monoton.

1. Dann ezistieren die einseitigen Grenzwerte f(c™), f(ct) € R fir alle
cel.

2. Wenn I = (a,b), a, b € R, dann existieren die Grenzwerte

lim f(x) wund h?l)l f(x) in R.

zla

Bemerkung Wenn f : (a,b) — R monoton wachsend ist, so gilt:

f nach oben unbeschrinkt < h?g = Q.
x
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2.3.4 Komposition von Grenzwerten

Lemma 2.3.20 (Komposition von Grenzwerten)

Gegeben seien:

(i) nichtleere, offene Intervalle I, J C R,

(ii) ein a € R, so daf es eine Folge (z,)n in I\ {a} gibt, die gegen a konver-
giert,

(iii) eine Funktion f: I\ {a} — J\ {¢s} mit Grenzwert lim f(z) =¢; € R
(iv) eine Funktion g : J\ {{;} — R mit Grenzwert lin? g(y) =L, € R.
y—ls
Dann gilt lim (g o f)(z) = £,.

Der Beweis des Lemmas ist offensichtlich.

Wenn f: I\ {a} — J, so mufl man eine stiirkere Forderung an die Funktion ¢
stellen: (Man zeichne ein Bild!)

Lemma 2.3.21 (g(lim f) = lim(g o f))

Gegeben seien:

(i) nichtleere, offene Intervalle I, J C R,

(i) ein a € R, so daf es eine Folge (xy,), in I\ {a} gibt, die gegen a konver-
giert,

(iii) eine Funktion f: I\ {a} — J mit Grenzwert lim f(x) ={y € R

(iv) eine Funktion g : J — R mit Grenzwert lin? 9(y) = g(Ly).
y—Ls

y#Ly
Dann gilt lim (g o f)(z) = g(¢y).
Beweis. Zu € > 0 gibt es ein 6 > 0, so daB fiir alle y € J \ {{;} gilt:

ly =Lyl <6 = |g(y) —g(ly)| <e.

Fiir y = £ gilt offensichtlich |g(y) — g(¢f)| < €.
Also gilt fiir jede Folge (yn)n in J:

yn — Ly = g(yn) — 9(ly)

Dann gilt aber fiir jede Folge (z,)y in I\ {a}:
an—a = g(f(xn)) = g(lf).
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D.h.

lim (g0 f)(z) = g(£y).

Bemerkung. Eine Funktion, die die Bedingung (iv) des Lemmas erfiilt, wird
stetig im Punkte /; genannt.

2.3.5 Stetige Funktionen

Funktionen deren Grenzwerte in einem Punkt stets mit den Funktionswerten in
diesem Punkt {ibereinstimmen, sind in der Analysis von besonderer Bedeutung.

Definition 2.3.22 Sei I C R ein Intervall.

1. Eine Funktion f : I — R heifit stetig in einem Punkt a € I, falls f(a)
der Limes von f in a beztiglich I ist.

2. Eine Funktion f : I — R heifst stetig (auf 1), falls f in jedem Punkt von
I stetig ist.

Bemerkung.

1. Fiir ein offenes Intervall I heifit f: 1 — R

rechtsseitig stetig in a € I, falls f(a™) = f(a) gilt.
linksseitig stetig in a € I, falls f(a™) = f(a) gilt.
2. Die Stetigkeit einer Funktion kann von der Wahl des Definitionsbereichs
abhéngen. So gilt fiir die Einschrénkungen Heaviside-Funktion
(a) H:(—00,0) = Rund H : [0,00) — R sind stetig.
(b) H : (—00,0] — R ist nicht stetig.
(¢c) H:(—1,1) — R ist in 0 rechtseitig stetig.
3. Fiir Intervalle J C I nennt man eine Funktion f : I — R stetig auf J,

wenn ihre Einschrinkung f|; : J — R stetig ist. In diesem Sinne ist die
Heaviside-Funktion H : R — R stetig auf J = [0, 1].

Feststellung 2.3.23 Gegeben seien ein Intervall I C R | ein Punkt a € I und
eine Funktion f: 1 — R.

Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
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1. Die Funktion f ist stetig im Punkt a.
2. Fiir jede Folge (xy,) in I gilt: Aus x, — a folgt f(x,) — f(a).

3. Fiir alle e > 0 gibt es ein § > 0, so daf§ fir alle x € I aus |z —a| < ¢
stets |f(z) — f(a)| < e folgt.

In Quantoren:

Ve>030>0Vz el : |[z—a|<d=|f(z)— fla)] <e.

Bemerkung. Damit kann fiir in a stetige Funktionen der Funktionswert f(a)
mit Hilfe von Werten f(z), mit  nahe an a, angenihert werden. Die e-0 Bezie-
hung gibt Auskunft iiber die Giite dieser Approximation.

Feststellung 2.3.24 (Rechenregeln: stetige Funktionen)

Es seien I C R ein Intervall und f,g: I — R in a € I stetig und A € R. Dann
sind auch auch die folgenden Funktionen in a stetig:

max(f,q9), f+g, X, f-g
und, wenn g(a) # 0,
/
.

Bemerkung. Der Quotient g ist stetig auf der Menge {z € I| | g(x) # 0}.

Satz 2.3.25 (Komposition stetiger Funktionen)

Es seien I, J C R Intervalle und f, g Funktionen mit:

1L 4R
Wenn f stetig in a € I und g stetig in f(a) € J, dann ist go [ stetig in a.
Beispiele 2.3.26

1. Fiir k € N ist p;, :  — x" stetig auf R.

2. Fiir ¢ € N ist nach Feststellung 2.2.18 /' : x — /x stetig auf [0, c0).

k
3. Fiir k,q € Nist x — xa stetig auf [0, 00).
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2.3.6 Allgemeine Grenzwertdefinition

Eng verwandt mit dem Begriff der Stetigkeit ist der Grenzwertbegriff fiir Funk-
tionen auf allgemeinen Definitionsbereichen:

Definition 2.3.27 (Grenzwert einer Funktion)

Gegeben seien:

eine nichtleere Menge D C R und ein a € R, so dap es eine Folge (z,)n
i D gibt, die gegen a konvergiert,

eine Funktion f: D — R und ein ¢ € R.

Die Funktion f konvergiert gegen { fir x — a , falls fir jede Folge (xy)y in D
aus x, — a stets f(x,) — £ folgt.

Bezeichnung. Wir schreiben fiir obige Definition:
lim f(z) = ¢ oder f(z) — ¢ fiir v — a.

Bemerkung 2.3.28 1. Ist a € D so existiert der Grenzwert fiir ¢ — a
genau dann, wenn f stetig im Punkt a ist. Dann ist lim f(z) = f(a).
r—a

2. Diese Definition des allgemeinen Grenzwertes unterscheidet sich von dem
traditionellen Grenzwertbegriff von Weierstrafl. Dieser lautet:

Gegeben seien:

eine nichtleereMenge D C R und ein a € R, so daf es eine Folge (), in

D\ {a} | gibt, die gegen a konvergiert,

eine Funktion f : D — R und ein £ € R.

Die Funktion f konvergiert gegen ¢ fir x — a , falls fiir jede Folge (xy)y in

aus T, — a stets f(x,) — £ folgt.

Ist @ € D, so kann bei diesem Grenzwertbegriff sehrwohl der Grenzwert
fiir £ — a existieren und f dennoch unstetig in a sein!

3. Fiir den traditionellen Grenzwertbegriff von Weierstral vergleiche man
das Schulbuch, [ , Band II] oder | ], fiir den mo-
derneren, flexibleren Begriff siehe | N | oder [

4. Man kann den tradionellen Grenzwertbegriff durch Einschriankung der
Funktion auf D \ {a} ausdriicken:

Bezeichnung. Wenn es eine Folge (z,,), in D \ {a} gibt, die gegen a
konvergiert und der Grenzwert der Einschrinkung f]| D\{a} im Punkte a
existiert, dann bezeichnet man diesen Grenzwert mit:

lim f(z) = lim f|p\gay(2)
T#a
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5. Der Grenzwertbegriff ist so gewéihlt, dal der duflerst praktische Satz iiber
die Komposition von Grenzwerten sich leicht formulieren 148t.:

Satz 2.3.29 (Komposition von Grenzwerten)

Gegeben seien:

nichtleere Teilemengen D, E C R, und a € R, so daf es eine Folge (x,)n,
i D gibt, die gegen a konvergiert,

eine Punktion f : D — E mit Grenzwert lim f(z) = {5 € R und eine

r—a

Funktion g : E — R mit Grenzwert lin? g(y) =L, € R.
y—ly
Dann gilt lim (g o f)(x) = 4.
r—a

Der Beweis des Satzes ist offensichtlich (vgl. Lemma 2.3.21)

2.3.7 Spriinge und Oszillationen
Wichtige Typen von Unstetigkeiten sind Spriinge und Oszillationen.
Beispiele 2.3.30

1. Die Heaviside-Funktion H : R — R hat eine Sprungstelle bei 0, da
H(0™) # H(0T).

2. Im Falle monotoner Funktionen f : I — R besteht die Menge der Unste-
tigkeitsstellen

{x € I| f ist unstetig in z}
nur aus Sprungstellen.

3. Fiir die Gau3-Klammer-Funktion G : = — [z] ist die Menge der Un-
stetigkeitsstellen gleich Z.

4. Auf [-1,1) definieren wir eine Funktion
Z:x—1-—2x|

und setzen sie zu einer auf ganz R definierten 2-periodischen Zacken-
funktion fort:

Z(x) = Z(x —2k) fir x € 2k — 1,2k + 1), k € Z,

D. h. es gilt Z(z) = Z(x + 2) fiir alle z € R. Da Z(—1) = Z(1—) gilt, ist
Z auf R stetig.
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Da Z(2k) = 1 und Z(2k + 1) = —1 fiir alle k € Z gilt, existieren die
Grenzwerte von f(z) fir £ — oo und z — —oo nicht.

Spéter werden wir statt der Zackenfunktion die 2m-periodische Funktion
cos(z) betrachten.

5. Mit der Zackenfunktion Z kénnen wir die Wackelfunktion W : R — R
bilden: 201 fire£0
W(x)‘:{ox firz=0 "~
W ist stetig auf R\ {0}.
Die Wackelfunktion oszilliert links und rechts von 0.
Die Grenzwerte von W (x) fiir 1 0 und x | existieren nicht.

Auch durch Abénderung von W(0) kann W nicht zu einer in 0 (auch nur
einseitig) stetigen Funktion gemacht werden.

6. Durch Dampfung der Oszillation von W, z.B. durch Multiplikation mit x,
entsteht eine stetige Funktion:

x— aW(x) firxzeR.
Da |W(z)| <1 fiir alle z € R ist, folgt aus z,, — 0 stets z, W (z,) — 0.
7. Spiter werden wir statt der Zackenfunktion die periodischen Funktionen

cos(z) oder sin(x) betrachten.

Die damit gebildeten Funktionen cos() und sin(1) verhalten sich wie die

Wackelfunktion und sind ebenfalls nicht stetig in 0 fortsetzbar.

Die Funktionen l‘COS(%) und z sin( %) sind dagegen stetig in 0.

Es gibt auch Funktionen mit sehr vielen Unstetigkeitsstellen:

Beispiele 2.3.31 (Dirichlet-Funktion)

1. Man definiert die Dirichlet-Funktion auf R durch

[ 0firz¢Q
D(m).—{ 1firzeQ

2. Die Dirichlet-Funktion besitzt in keinem a aus R einen Grenzwert. Insbe-
sondere ist D in jedem Punkt unstetig.

DIRICHLET, Peter, Gustav, Lejeune, 1805-1859

Beweis.
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1. Zu = € Q so bilde man die Folgen: (vgl. 2.2.4)

1 2
=2+ — —x und xn::m+£—>x.
n n

Es ist D(r,) =1 und D(z,) = 0.

Also hat die Funktion D in keinem rationalen Punkt einen Grenzwert.

2. Wenn z € R\ Q, so ist auch z, = (z + %) € R\ Q. Die Folge irrationaler
Zahlen (z,,)n konvergiert gegen .

Nach der Bemerkung 2.3.32 gibt es eine Folge (1), in Q, die gegen x kon-
vergiert.

Also hat die Funktion D in keinem irrationalen Punkt einen Grenzwert.

Satz 2.3.32 (Rationale Approximation)

Es sei I C R ein offenes Intervall und x € I. Dann gibt es eine Folge (ry)n
rationaler Zahlen in I die von unten gegen x konvergiert:

m€INQ, r, <z und r, — .

Beweis (Rationale Approximation). Fall z > 0: Zu jedem n € N, existiert
ein p, € Ny, so da3

Pn < nr < pp+1
DPn

1
= r——<— <
n n

. [ DPp\™>® .
Die Folge ry, :== ( — konvergiert gegen .
n /n=1

Zuc<uzx, cé€l, gibt es ein nyg € N, so daB
c<ry <z firn>=ng.

Die Folge (rn)p2,, leistet das Gewiinschte.

Analog gibt es zu = > 0 eine Folge in I N Q, die von oben gegen x konvergiert. Im
Fall x < 0 betrachte man —x.

Beispiele 2.3.33 (Stammbriiche)

Auf I = (0,1) definieren wir den Stammbruch:

L ofir z=2 -
B(z):={ fir z=¢€Q setlpg)=1,
0 fir 2 €Q.
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Es gilt lim B(z) = 0 fiir alle a € I.
r#a

Somit ist B in den rationalen Punkten unstetig und in den irrationalen
stetig.

Beweis. Essei ¢ > 0. Es gibt nur endlich viele ¢ € N mit % > e. Zu diesen ¢ gibt

es nur jeweils endlich viele p € N mit g € I. Also gibt es nur endlich viele Punkte
{ri,...,rn} C I, in denen B(ry) > ¢ ist.
Es ist

0 :=min{|ry —a| | k=1,..,n} > 0.

Fir z € I\ {a} folgt aus |z — a| < § stets B(x) < «.
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2.4 Konvexe Funktionen
2.4.1 Lipschitz-stetige Funktionen

Wir wollen eine Klasse von stetigen Funktionen untersuchen, fiir die man die
e-0-Relation sehr gut im Griff hat:

Definition 2.4.1 (Lipschitz-stetige Funktionen)

Es sei I ein Intervall. Eine Funktion f : 1 — R heifst Lipschitz-stetig, wenn
es eine Konstante L > 0, L € R, so gibt, dafs

|f(x) = f(y)| < Llx—y| firx,yel.

L heifit eine Lipschitz- Konstante von f.

LipscHITZ, Rudolf Otto Sigismund, 1832-1903.

Beispiele 2.4.2 (Lipschitz-stetige Funktionen)

1. Fir n € Nist x +— 2™ Lipschitz-stetig auf jedem Intervall [—a,a], a > 0:

n—1
" =y =1y lr —y | < Llx -y
k=0

mit L := na™ L.

2. Firn € Nist z — {/x Lipschitz-stetig auf jedem Intervall [a, 00), a > 0:

|z — |
1 ., —k —1-k
P Ty

1V - Vil =

< Lz — vy

mit L := = —qa n .

3. Die Funktion z +— z¢ werden wir spater mit Hilfe des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung untersuchen (vgl. auch Korollar 2.4.25)

Bemerkung 2.4.3 Wenn f : I — R Lipschitz-stetig ist, so bildet f
Cauchy-Folgen in Cauchy-Folgen ab.

Beweis. Kilar

Bemerkung. Den Begriff Lipschitz-stetig kann man genauso fiir Funktionen
f I NQ — R erkliren. Dies gibt uns eine Methode, Funktionen von den
rationalen Zahlen auf die reellen Zahlen fortzusetzen:
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Satz 2.4.4 (Fortsetzung Lipschitz-stetiger Funktn.)

Es sei I C R ein Intervall. Eine Lipschitz-stetige Funktion f: 1N Q — R hat
genau eine stetige Fortsetzung f: I — R.

Diese ist ebenfalls Lipschitz-stetig mit der gleichen Lipschitz-Konstante.

Bezeichnung. I bezeichnet das I entsprechende abgeschlossene Intervall.

Beweis. Nach Bemerkung 2.3.32 gibt es zu = € I eine Folge (), in INQ, die
gegen x konvergiert. Dann ist (f(rn))n eine Cauchy-Folge und es existiert

lim f(r,) =¢.
Nach dem ReiBverschluBprinzip 2.3.17 gilt fiir jede Folge (s,)n, in I NQ:
Sp—x = f(sp) — L.

Offensichtlich ist f(x) =/ fir z € INQ.
Wir definieren die Fortsetzung f durch f(w) =/

Zu z, y € I wihle Folgen (r,)n, (8p)n in I NQ mit r, — 2 und s, — . Dann
folgt:

F) = F@)l = T [£(ra) = F(50)]

< lim Lir, —sy| =Lz —y|.

n—oo

Satz 2.4.5 (Vererbung der Monotonie)
Es seien I C R ein Intervall und f: I — R stetig auf I.

Wenn die Einschrinkung f|ing (streng) monoton wachsend ist, so ist f (streng)
monoton wachsend.

Beweis. Wir zeigen den Fall strenger Monotonie:
Es seien z, y € R und « < y. Nach 2.3.32 gibt es 51,520 € Q mit z < s1 < sy <y
und Folgen (7,)n, (tn)n in Q, so daB von unten r, — = und von oben ¢, — v.
Dann gilt

Fl@) = Tim f(ra) < fls1) < f(s2) < Tim f(ta) = F(0).

n—oo
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2.4.2 Konvexe Funktionen

Bemerkung. In elementaren Biichern zum ,,Calculus “ findet man manchmal
die Veranschaulichung der stetigen Funktionen als Funktionen, deren Graph
man mit einem Stift ohne abzusetzen zeichnen kann.

Etwas besser entsprechen die stiickweise konvexen oder konkaven Funktionen,
die an den Anschlufistellen stetig zusammenpassen, dieser Vorstellung.

Bezeichnung und Bemerkung 2.4.6 (Sekante)

1. Es seien I ein nichtausgeartetes Intervall und f : I — R. Fiir a, b € 1,
a # b nennt man die Gerade durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) die
Sekante durch diese Punkte auf dem Graphen von f.

2. Die Gleichung dieser Sekante lautet:

f(0) = f(a)

— (x —a) furzel.

y = f(a)+

3. Der Differenzenquotient
f(b) — f(a)
b—a

heifit die Steigung der Sekante.

Bemerkung.
f(b)L Die Verbindungsstrecke
der Punkte (a,f(a)) und
(b, f(b)) nennen wir die
f(a) Sehne iiber dem Intervall
T [a, b].
T Zatly b

Die Sehne ist das Bild des Einheitsintervalls [0, 1] unter der affinen Abbildung

t— (1=t)a+tb, (1 —t)f(a) +t(f(b)) fiirte[0,1].

Anschaulich heifit eine Funktion konvex, wenn ihr Graph immer unterhalb
jeder Sehne verlduft.
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Definition 2.4.7 (konvexe Funktion)

1. Es seien I C R ein nichtausgeartetes Intervall. Eine Funktion f: I — R
heif$t konvex, wenn fir alle offenen Teilintervalle (a,b) C I stets gilt:

f(0) — f(a)

f@) < flo)+ 12

(x —a) firze(a,b).

2. f heifit streng konvex, wenn

f(0) — f(a)

fl@) < fla)+ 52

(x —a) firze(a,b).

3. f heifit konkav bzw. streng konkav, wenn —f konvex bzw streng konvex
18t.

Durch algebraische Umformung der Definition 2.4.7 erhélt man:

Bemerkung 2.4.8 1. Eine Funktion f : I — R ist (streng) konvex, wenn
fiir alle offenen Teilintervalle (a,b) C I und = € (a,b) stets gilt:

< b—=x T —a
S @ ).

2. Eine Funktion f : I — R ist (streng) konvex, wenn fiir alle offenen Teil-
intervalle (a,b) C I und ¢ € (0, 1) stets gilt:

F((1 = t)a + th) (i) (1= 1) f(a) + £ f(b).

Bemerkung 2.4.9 (Komposition konvexer Funkt.)

Gegeben seien Intervalle I, J und Funktionen [ 4, JL R

1. Wenn f (streng) konvex und g konvex und (streng ) monoton wachsend
ist, dann ist g o f (streng) konvex.

2. Wenn f (streng) konkav und g konvex und (streng ) monoton fallend ist,
dann ist g o f (streng) konvex.

Beweis. Es seien a, b€ I und ¢ € (0,1):

1. Da f (streng) konvex und g konvex und (streng ) monoton wachsend ist:

N

g(f(1 = t)a+1b)) g9((1 —1) fa) +1 f(b))

(<)
< (I =1)g(f(a)) +1tg(f(b))

A

88



2. Esist f (streng) konkav:

fa=Da+t) 2 (1=t f@+f0)

Da g streng monoton fallend und konvex ist, folgt

g(f(1 —t)a+1b)) (\) g((L =) f(a) + 1 f (b))

< (=1 g(f(a)) +1tg(f(b)).

AN/

Bemerkung 2.4.10 (Umkehrf. einer konvexen Funkt.)
Es seien I, J C R Intervalle, f : I — J bijektiv mit Umkehrfunktion g : J — I.
Dann gilt:

1. f ist genau dann streng monoton wachsend und (streng) konvex, wenn
g streng monton wachsend und (streng) konkav ist.

2. f ist genau dann streng monoton fallend und (streng) konvex, wenn g
streng monton fallend und (streng) konvex ist.

3. f ist genau dann streng monoton fallend und (streng) konkav, wenn g
streng monton fallend und (streng) konkav ist.

Beweis. Die Monotonieeigenschaften der Umkehrfunktion wurden bereits in Satz
1.4.8 gezeigt. Wir zeigen jeweils den Fall strenger Konvexitat bzw. strenger Kon-
kavitat.

Es seiena, be I, a:= f(a), B:= f(b) und t € (0,1).
1. Aus f((1—t)a+1tb) < (1—t) f(a)+t f(b) folgt

(1—t)gla) +tg(f) = (1 —t)a+tb=g(f(1 —t)a+1b))
<g((M=1)fla) +tf(b) =g((1 —t)a+ 1 ).
Also ist g konkav.
2. Aus f(1—t)a+tb) < (1—1t)f(a)+tf(b) folgt
(1=t g(a) +t9(8) = (1 —t)a+tb = g(f(1 — ) a+tD))
>g((1=1) fla) + 1 f(0)) = g((1 =) a +113).
Also ist g konvex.

3. Behauptung (3.) folgt analog zu (2.).
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Lemma 2.4.11 (Steigung konvexer Funktionen) Fs seien I C R ein nicht-
ausgeartetes Intervall und f : I — R. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Funktion f ist (streng) konver.

2. Fiir jedes a € I ist die Steigung
f(z) — f(a)

r———"——2 firxel a<uc,
T —a

(streng) monoton wachsend.

3. Fiir jedes a € I ist die Steigung
f(@) — f(a)

r———"——2 firxel, z<a,
T—a

(streng) monoton wachsend.
4. Fiir jedesa € I und firz, y€el, x <a <y ist

fla) = fl=z) < fly) - fla)
a—z (<) y—a

Korollar 2.4.12 Wenn f (streng) konvex ist, so ist die Steigung

f(@) = f(y)
T —y

(z,y) — firz,y eI, z#y,

in beiden Variablen (x,y) (streng) monoton wachsend.

Beweis.
@) < fa)+ =10 )
L @)= f@) _ 1)~ fa)
T —a y—a
Avalog
@) < fla) + 1= )
& L f(a) + 12 fa) < () + 92 A()
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Beispiele 2.4.13 (Konvexitit der Potenzfkt.)

1. Firn =2,3,... ist die Potenzfunktion
pn: (0,00) D 2+ 2"
streng monoton wachsend und streng konvex:

2. Firn = 2,3,... ist die Wurzelfunktion

1
p1:(0,00) 3z — an

streng monoton wachsend und streng konkav.

3. Die Inversion p_1 : (0,00) > = +— 2! ist streng monoton fallend und
streng konvex.

4. Fir m, n € N ist die Potenzfunktion
pm :(0,00) Dz — "

streng monoton fallend und streng konvex.

Beweis.

1. Fir 0 < a < z < y gilt fiir die Steigungen:

-1

3

n n n-1 n n
Tr —a 1 11— —a

_ mkan1k<zykanlk:y
rT—a y—a
k=0 k=0

2. Nach Bemerkung 2.4.10 ist die Umkehrfunktion streng monoton wachsend
und streng konkav.

3. Fir 0 < a < x < y gilt fur die Steigungen:

zl—q! 1 1 yt—at

T —a ax ay y—a

4. Es seien m, n € N.

Da p1 streng monoton wachsend und konkav ist und p_; streng monoton
fallend und konvex ist, ist nach Bemerkung 2.4.9 (2.) die Komposition p_ 1
streng monoton fallend und streng konvex.

Da p,,, streng monoton wachsend und streng konvex ist, ist nach Bemerkung
2.4.9 (1) die Komposition p_m streng monoton fallend und streng konvex.
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Feststellung 2.4.14 (Lipschitz-Stet. konvexer Fktn.)
Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R.

Fiir jedes kompakte Teilintervall J = [a,b] C I ist die Einschrinkung f|;
Lipschitz-stetig.

Wenn c,d € I mit c < a < b<d, dann ist

fla) = f(c)

a—cC

D=0

L= max{ 1—b

9

eine Lipschitz-Konstante fir f|;.

Beweis. Es seien ¢,d € I mit ¢ < a < b < d. Nach Korollar 2.4.12 gilt fiir
a<z<y<b

fla) = £(e) _ f() ~f(x) _ f(d)~ F()
a—c = Yy—x = d—2>
und somit
£) = )| < mas{ | LA IGO0y

Bemerkung. Die Definition der Konvexitéat 2.4.7 und die Feststellung 2.4.14
gelten entsprechend fiir konvexe Funktionen f: I NQ — R.

Korollar 2.4.15 Es sei I C R ein offenes Intervall. Eine (streng) konveze
Funktion f : INQ — R hat eine eindeutige stetige Fortsetzung f : I — R. f ist
auch (streng) konvezx.

Beweis. Fiir alle J = [a,b] C I mit rationalen Endpunkten a, b € INQ, a < b, ist
die Einschrankung f|jnq Lipschitz-stetig und hat nach Satz 2.4.4 eine eindeutige
stetige Fortsetzung auf [a, b].

Wenn zwei derartige Intervalle [a1,b1] und [ag, ba] einen nichtleeren Durchschnitt
haben, so ist der Durchschnitt ein rationaler Punkt oder ein nichtausgeartetes In-
tervall mit rationalen Endpunkten.

In beiden Fallen stimmen die jeweiligen Fortsetzungen auf dem Durchschnitt iibe-
rein.

Nach Bemerkung 2.3.32 gibt es zu « € I rationale a, be INQ mit a < x < b.
Also hat f eine eindeutige stetige Fortsetzung ]?auf ganz 1.
Nach Lemma 2.4.11 und Beispiel 2.4.5 ist f ist wieder (streng) konvex.
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2.4.3 Reelle Potenzen

Wir zeigen, dafl die Exponentialfunktion zur Basis ¢ > 1 mit rationalen Expo-
nenten:

D p
Q@>3=—a7€R
q

streng konvex ist. Nach Korollar 2.4.15 hat diese Funktion eine eindeutige ste-
tige Fortsetzung auf R.

Diese Fortsetzung heiit Exponentialfunktion zur Basis a.

Hiermit definieren wir dann die Potenzfunktion fiir reelle Exponenten.

Lemma 2.4.16 Es seiena >1,b>1 in R.

1. Fir allen € N st

yr—1 byt
<
n n—+1

2. Fir aller, s € Q folgt aus 0 < r < s, dafs

3. Fir aller, s, t € Q folgt aus r < s <t, dafs

a® —a" at —a”

s—r t—r

4. Die Funktion Q 3 rw— a” ist streng konvez.

Beweis.

1. Dab>1ist nb" > ZZ;& b* und folglich

n—1 n
-1 bt -1
k k
(n+1)) tF<nd b = — <=3
k=0 k=0
2. Esseienr:%,s:%mitm,n,qENundb::a%.Esistb>1.Ausr<s
folgt m < n und mit (1.)
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3. Firr, s, t € Q folgt aus r < s <t mit (2.)

a® —a” a® " —1 at=m —1 at —a’

s—r s—r t—r t—r

4. Aus (3.) und Lemma 2.4.11 (2.) folgt, daB die Funktion r — a" streng konvex
ist.

Es sei @ > 1, a € R. Nach Korollar 2.4.15 hat die streng konvexe Funktion
Q > r — a" eine eindeutige stetige Fortsetzung auf R.

Bezeichnung 2.4.17 (Exponentialfunktion)

1. Fir a > 1, a € R heif$t die stetige Fortsetzung der Funktion Q > r — a”
Exponentialfunktion zur Basis a und wird mit

r—a® firzeR.
bezeichnet.
2. Fir 0 <a <1, a € R setzt man a” := (%)_m

3. Die Exponetialfunktion zur Basis e wird mit exp(z) := e® bezeichnet und
heiflit die Exponentialfunktion.

Feststellung 2.4.18 (Regeln: Exponentialfunktion)
FEs seia >0, a€eR.

1. Es gilt die Funktionalgleichung

a®-a? =ad*"  firxz, y e R.
2. Esista =1,

1
a’=— und a* >0 firzeR.
a

3. Fir a > 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a streng monoton wach-
send und streng konver.

4. Fira>1 qlt

lim ¢*=0 wund lim a® = oco.
T——00 T—00

Beweis.
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1. Wahle Folgen (ry)n, und (sp), in Q mit 7, — = und s, — y. Da die
Exponetialfunktion stetig ist, folgt:

a®-a¥ = lim a, -ad = lim o' = o 1¥

n—oo n—oo

2. Daa’=1folgta®-a* =a’ =1 und a® = (a2)? > 0.

3. Da die Exponentialfunktion fiir rationale Exponenten streng monoton ist,
folgt die strenge Monotonie der stetigen Fortsetzung wie in Beispiel 2.4.5.

Analog folgt die strenge Konvexitét.

4. Daa > 1ist lim a"™ = co. Da die Exponentialfunktion monoton wachsend

- - n_)oo.
ist, folgt hieraus lim a® = oco.
Tr—00
Esist lim o« = lim &4 =0.
T——00 rz—o00 @

Da a® = (é)_gﬁ ist erhalten wir:

Korollar 2.4.19 Fiir0 < a < 1 ist die Exponentialfunktion R 3 z +— a® streng
monoton fallend und streng konvex.

Bemerkung. Fiira >0 und s =, t = % € Q gilt bekanntlich

—
Q
%
~—
<+
I
—~
Q
S5
~—
Y]
Il
VS
—~
Q
3=
~—
3
N—
3
N—
Q=
Il
/N
—~
S
3=
~—
3
bS]
N—
Q|

Feststellung 2.4.20 (Potenzgesetz)
Es seia >0, a € R. Dann gilt

(ax)y =a"  firz, yeR.

Beweis. Wir wihlen zunichst ¢ € Q und zeigen (a®)" = o™ fiir x € R.
Dazu wahle man eine Folge (sg)x in Q mit s — .

Da die Potenzfunktion (0,00) 2 + 2! fiir rationale Exponenten ¢ stetig ist (vgl.
Beispiel 2.3.26), erhalten wir

Nun wahlen wir eine Folge (t,), in Q mit ¢,, — y und erhalten

(@®)¥ = lim (a®) = lim a*'" = a™.
n—oo n—oo
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Anmerkung. Vertauschen wir die Reihenfolge der Grenzprozesse s — = und
t, — y, stolen wir auf ein Problem, da wir noch zeigen miissen, dafl die Po-
tenzfunktion fiir irrationale Exponenten stetig ist.

Bezeichnung 2.4.21 (Reelle Potenzen)

Fiir a € R definiert man die Potenzfunktion zur Potenz a durch:

Pa:x— 2 fir z € (0,00).

Bemerkung 2.4.22 (Rechenregeln: Potenzfunktion)

1. Fiir jede Folge (), in Q mit Grenzwert a € R ist:

z% = lim z™.
n—oo

2. Es gilt die Funktionalgleichung:

a

z®y® = (zy)* fir z, y € (0,00).

3. Nach Feststellung 2.4.20 ist p1 die Umkehrfunktion zu p,:

4. Es sei a > 0: Da die Potenzfunktion p, fiir rationale r > 0 streng monoton
wachsend ist, ist p, monoton wachsend. Da p, injektiv ist, ist p, streng
monoton wachsend.

5. Fir a > 0 gilt: lim, oo z® =00 und lim, gz = 0.

6. Fir a > 0 setzt man 0% := 0.

Lemma 2.4.23 (Zur Konvexitéit der Potenzfkt.)
Es seienz, y€c Rund 1 <z <y.

1. Firm, n e N mit m <n gilt:
y" -1 _y" -1
< .
zm -1 z"—-1

2. Firr,secQ mit0<r<s gilt

y -1 y'—1
-1 " zs—1
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3. FEs seia e€R. Fira>1 gilt

z* -1 y* -1
x—1 y—1"

Beweis.

1. Firk,1eN, k<lund 0 <z <y gilt yFz! < a2y,

Fiir m, n € N mit m < n folgt daraus

m—1 n—1 m—1 n—1
D IS SIS
k=0 = k=0 =0

Wenn 1<z <y oder 0 <z <y<1 ist,soist (x—1)(y —1) >0 und
folglich (geometrische Reihe)

(" =" =1) < (@™ =" - 1).

Hieraus folgt nun die Behauptung (1.).

2. Es seien r = %, s = % mit m, n, ¢ € N. Da die ¢g-te Wurzel streng monoton

1 1 1 1
ist, gilt nach Voraussetzung 1 < z7 < y7 bzw. 0 < z7 < ya < 1. Aus (1.)
folgt nun

Die Funktion (0,00) N Q > r — g:j ist streng monoton wachsend und

hat eine stetige Fortsetzung auf (0, 00). Nach Satz 2.4.5 ist die Fortsetzung
streng monoton.

Fir p, c e R mit 0 < p < o gilt also

y’—1 y7—1
xP—1  x°—1

(%)

3. Im Fall 1 < a setze manin (x) p=1und 0 = a.

Feststellung 2.4.24 (Konvexitit der Potenzfkt.)
Es sei a € R. Die Potenzfunktion

Dot (0,00) 3z — 2

1. ist streng monoton wachsend und streng konvex fir 1 < a.
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2. ist streng monoton wachsend und streng konkav fir 0 < a < 1.

3. ist streng monoton fallend und streng konvex fiir a < 0.

Mit der Feststellung 2.4.14 erhélt man:

Korollar 2.4.25 Die Potenzfunktion (0,00) > x +— x® ist fiir jeden Exponenten
a € R stetig.

Auf jedem kompakten Teilintervall [c,d] C (0,00) ist die Potenzfunktion Lipschitz-
stetig.

Beweis.

1. Es sei 1 < a: Die die Potenzfunktion p, ist monoton wachsend und bijektiv,
also ist sie streng monoton wachsend.

Fir 0 < u < z < y gilt nach Lemma 2.4.23 (3.)

a

xa_ua_<u)(§)a_1 <(ua><%)a_1:ya_ua
T —u u/ -1 g1 y—u

u

Aus Lemma 2.4.11(2.) folgt nun, daB Potenzfunktion fiir 1 < a streng konvex
ist.

2. Es sei 0 < a < 1. pg, ist die Umkehrfunktion zu pi. Nach (1.) ist p1
streng monoton wachsend und streng konvex. Nach Bemerkung 2.4.10 ist die
Umkehrfunktion streng monoton wachsend und streng konkav.

3. Wir untersuchen p_, und unterscheiden drei Fille:

Nach Beispiel 2.4.13 (3.) ist p_1(0,00) 3 = +— 2~ ! streng monoton
fallend und streng konvex.

Da p_1 : (0,00) > & +— a1 streng monoton fallend und streng
konvex ist und pg : (0,00) 3 y — y® streng monoton wachsend und

streng konvex ist, ist die Komposition p_, : (0,00) 3 z + x~% streng
monton fallend und streng konvex ( vgl. Bemerkung 2.4.9 (1.)).

0<a<1:| Dap,:(0,00) >z — x streng monoton wachsend und streng

konkav ist und p_1 : (0,00) 3 y + y ! streng monoton fallend und
streng konvex ist, ist die Komposition p_, : (0,00) 3 & +— x~% streng
monoton fallend und streng konvex. (vgl. Bemerkung 2.4.9 (2.)).

Insgesamt folgt also die Behauptung (3.).
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2.5 Supremum und Zwischenwertsatz
2.5.1 Supremum

Wir leiten ein weiteres Konstruktionsprinzip fiir reelle Zahlen her. Nicht jede
beschriankte Teilmenge M C R hat Maximum und Minimum. Wir suchen fiir
diesen Fall einen niitzlichen Ersatz.

Ein Beispiel hierfiir ist das offene Intervall I = (0,v2) = {z € R |z > 0, 22 <
2}. Die Intervallenden 0 und v/2 sind ausgezeichnet:

- Die reelle Zahl v/2 ist die kleinste Zahl, die oberhalb von allen Punkten aus
I liegt, d. h. v/2 ist die kleinste obere Schranke von I. Diese exisitiert
aber nur in R, nicht in Q.

- Die Zahl 0 ist die gréf3te untere Schranke von [.

Wir fithren fiir den gesuchten Begriff kleinste obere Schranke eine Bezeich-
nung ein:

Definition 2.5.1 (Supremum)
Es set M C R nicht leer und nach oben beschrinkt. Hat die Menge

Sy={aeR|VeeM: z<a}

der oberen Schranken von M ein Minimum s, so heifit s kleinste obere Schranke
oder Supremum von M und wird mit

s =sup M
bezeichnet.

Beispiel. Fiir das Intervall I = (0, v/2) gilt S; = [v/2, 00) und sup I = min[y/2, 00) =
V2.

Bemerkung 2.5.2 1. Das Supremum einer Menge ist eindeutig bestimmt,
da die Anordnung von R total ist (vgl. Feststellung 1.1.8 und Bem. 1.1.12).

2. Falls eine Menge ein Maximum besitzt, so stimmt dieses mit dem Supre-
mum iiberein:

sup M = max M.

99



Bezeichnung 2.5.3 (Infimum)

Analog zur kleinsten oberen Schranke definiert man fiir eine nichtleere, nach
unten beschrinkte Menge M C R die gré3te untere Schranke.

Diese heifit Infimum von M und wir mit
inf M

bezeichnet.

Feststellung 2.5.4 Es sei M C R nicht leer und nach unten beschrinkt. Be-
zeichnet —M = {—x | x € M}, so gilt

inf M = —sup(—M).

Feststellung 2.5.5 (Charakterisierung des Supremums)

Es sei M C R nicht leer und nach oben beschrinkt. Es ist genau dann s =
sup M, wenn die folgenden beiden Bedingungen gelten:

1. x <s firallex e M

2. Es gibt eine Folge (xy,) in M, so daff x, — s.

Korollar 2.5.6 Die Folge in (2.) kann monoton wachsend gewdhit werden.

Beweis Satz 2.5.5 .

Es sei s = sup M. (1.) Dann ist s eine obere Schranke.

(2.) Da s kleinste obere Schranke ist, ist s — % keine obere Schranke von M
und es gibt ein

) 1
Tp €M mit s—— <z,
n

Da s — % < xp, < s ist, konvergiert die Folge (x,,), gegen s.
Nach (1.) ist s eine obere Schranke. Sei gemaB (2.)
(p)p in M mit  lim z, =s.
n—o0
Dann gibt es zu jedem t < s ein ng € N, so daB fiir n > ng:

|s —xn| < s—t, folglich t< z,.

Also ist t keine obere Schranke von M, d. h. s ist die kleinste obere Schranke
von M.
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Beweis Korollar 2.5.6.
Man setze (vgl. Feststellung 1.3.21)

Yn = max{xy,...,Tp}.

Die Folge (yn)n liegt in M, ist monoton wachsend und konvergiert ebenfalls gegen
S.

Aus der Grenzwertregel 2.1.18 fiir Folgen ergibt sich die Bemerkung;:

Bemerkung 2.5.7 (Grenzwert oberer Schranken)

Es sei M C R nicht leer. Wenn (s,,), eine konvergente Folge von oberen Schran-
ken von M ist, so ist auch der Grenzwert eine obere Schranke von M.

Aus den Axiomen

(A) Archimedisches Axiom 2.1.9

(I) Intervallschachtelungsprinzip 2.2.6
ergibt sich nun die Supremums-Eigenschaft (S):

Satz 2.5.8 (Supremumseigenschaft von R)

Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat eine kleinste obere
Schranke sup M € R.

Anmerkung. 1. Umgekehrt folgen aus der Supremums-Eigenschaft das Archi-
medische Axiom und das Intervallschachtelungsprinzip.

2. Zum Beweis konstruieren wir induktiv mit der Methode der Intervall-Halbierung
eine Intervallschachtelung.

Beweis. Wir konstruieren induktiv zwei monotone Folgen (z,,), in M und (sp),
in Sy, so daB fiir n € Ny gilt:

!

2(3n — Zn) (%)

Sn4+1 = Tl S

Startwerte: Wahle zg € M und sg € Sy;.

Iteration: Es seien bereits 1 < a9 < ---<x, NnMundsy >2s9>---2> 58,
in Sy gewahlt, so daB (x) gilt.

Dann setze man y,, := %(mn + sy). Es gibt zwei Fille

Yn € Sprt Setze Tpi1 = T, Sp+1 = Yn.
; 1
Dann ist 5,41 — Tny1 = 5(50 — Zn).
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Yn & Spr: Wahle x,01 € M mit ¥y, < Tpa1 und Sppq := Yn.
Dann ist 811 — Tpi1 < Sp — Yn = %(sn — Ip).

Die beiden Folgen (x,), und (s,), bilden wegen (x) eine Intervallschachtelung
und konvergieren gegen den gleichen Wert s € Sj;. Nach Feststellung 2.5.5 ist
s =sup M.

2.5.2 Uneigentliche Suprema

Fiir nach oben unbeschrinkte Mengen fiihren wir ein uneigentliches Supre-
mum in R ein.

Man kann dann gewisse Sachverhalte statt in Worten kurz in Formeln aus-
driicken und kann mit diesen uneigentlichen Suprema auch rechnen (vgl. 2.1.23).

Bezeichnung 2.5.9 (sup M = o0)
Es sei M C R nicht leer.

1. Wenn M nach oben unbeschrinkt ist, setzen wir

sup M := oo.

2. Wenn M nach unten unbeschrankt ist, setzen wir

inf M := —o0.

Beispiele 2.5.10 (sup M € R)

Es sei M C R nicht leer. Dann gilt:
1. M nach oben beschrankt < supM < oo
2. Mit der Bezeichnung |M| := {|z| | x € M} gilt:

M beschrénkt < sup|M| < oc.

Beispiele 2.5.11 (Supremum monotoner Folgen)
Es sei (ay)n eine monoton wachsende Folge. Dann gilt:
1. sup ay, :=sup{a, | n € N} = lim a,.
neN n—00

2. supa, < o0 < (ap)n beschriankt.
neN

Folgerung aus der Existenz von Suprema und Infima:
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Satz 2.5.12 (Charakterisierung von Intervallen)

Es sei I C R nicht leer. Dann sind dquivalent:

(1) I ist ein Intervall.

(2) I enthdlt mit je zwei Punkten die Verbindungsstrecke. D. h. fir alle x,
y €1 und alle £ € R gilt:

r<é<y = ¢E€el.

Beweis.

Fiir Intervalle gilt offensichtlich (2.)

Setze a :=inf M € R und b :=sup M € R.
Wir zeigen zunéchst, daB I\ {a,b} = (a,b) ist:

z€ (a,b) & infl<z<supl
& es existieren x,y € I mit x < zund z <y
& zel\{a,b}.

Es gibt nun vier Falle, je nachdem ob a oder b in I oder nicht in I liegen:

(i) acl,bel = I=]a,b.
(i) acl,bgl = I=]a,b).
(i) agl,bel = I=(ab].
(iv)] a¢l,bgl = 1= (a,b).

2.5.3 Zwischenwertsatz

Das Supremum ist ein geeignetes Hilfmittel bei der Suche nach dem Maximum
einer beschrankten Menge. Man mufl nur nachpriifen, ob das Supremum der
Menge ein Element der Menge ist.

Lemma 2.5.13
Es seien a, b € R, f: [a,b] — R stetig und c € R.
Wenn die Menge

M :={z|z€[a,b], f(x)<c}#0,

dann exisitiert max M.
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Bemerkung Auf den linken Endpunkt a kommt es nicht an. Das Lemma gilt
genauso fiir Intervalle der Form (a, b] und (—o0, b)].

Beweis. Da M nach oben beschrankt ist, existiert
s:=supM € R.

Nach Feststellung 2.5.5 gibt es eine Folge (), in M, die gegen s konvergiert. Da
f stetig ist, folgt

f(s) = lim f(zn) <c

n—oo

und somit s € M.

Satz 2.5.14 (Zwischenwertsatz)

Es seien a, b € R, a < b und f : [a,b] — R stetig. Wir betrachten den Fall
fla) < f(b).

Zu jedem ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b), gibt es mindestens ein & € (a,b) mit
f(§) =c

Bemerkung.

1. Der Zwischenwertsatz gilt analog im Fall f(b) < ¢ < f(a).

2. Man kann alle Fille zusammenfassen:

Zwischenwertsatz. FEs seien I C R ein nichtleeres Intervall, f: I — R
stetig und a, b € 1.

Wenn f(a) # f(b) ist, so gibt es zu jedem c € R, das zwischen f(a) und
f(b) liegt, mindestens ein § zwischen a und b mit f(§) = c.

Beweis (Zwischenwertsatz). Wir suchen das groBte s € [a, b], fiir das f(s) =
c ist.

Da f(a) < cist, ist
M :={z|x€la,b], f(z)<ch#

0,
und nacht Lemma 2.5.13 existiert s := max M. Da f(s) < ¢ < f(b), ist s # b und
somit s < b.

Da s = max M, sind fiir x € (s, b] die Funktionwerte
f(z) >ec.
Da f stetig ist, folgt

f(s) =lim f(z) > c.

xls
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Also ist f(s) = c.

Mit Satz 2.5.12 ergibt sich das Korollar:

Korollar 2.5.15 (Stetiges Bild eines Intervalls)

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann ist f(I) ein
Intervall.

Als einfache Anwendung zeigen wir noch einmal die Existenz von Wurzeln.
Wir hatten in Feststellung 2.2.13 bereits ein Iterationsverfahren angegeben,
das gegen die n-te Wurzel konvergiert.

Beispiele 2.5.16 Es seien n € N und ¢ > 0. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Zahl z > 0, so daf} 2" = c.

Bemerkung. Der Zwischenwertsatz liefert die Wurzel als Supremum der Menge
{z |z €[0,1+ <L), P(z) < 0}. Diese Supremum wird im Satz 2.5.8 mit dem
Intervall-Halbierungsverfahren bestimmt.

Das Intervall-Halbierungsverfahren ist ein Allzweckverfahren, das zwar immer
konvergiert, aber nicht die besondere Struktur der Gleichung beriicksichtigt.

Das Iterationsverfahren 2.2.13 konvergiert dagegen wesentlich schneller (Stich-
wort: quadratische Konvergenz).

Beweis. Die Funktion
P(z) :=2" —c firzel0,00)

erfilllt P(0) = —c < 0.
Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt P(1 + %) > 0.
Nach dem Zwischenwertsatz 2.5.14 hat P eine Nullstelle im Intervall (0,1 + %1]

2.5.4 Stetigkeit der Umkehrfunktion

Satz 2.5.17 (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Es seien I, J C R nichtausgeartete Intervalle und f : I — J eine streng
monoton wachsende Funktion mit Umkehrfunktion g : J — 1.

Dann sind f und g stetig.
Anmerkung

1. Der Satz gilt analog fiir streng monoton fallende Funktionen.
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2. Wie die folgenden beiden Beispiele zeigen, bendtigt man beide Vorausse-
tungen:

e f ist streng monoton wachsend oder fallend.

e Das Bild von f ist ein Intervall.

Beispiele
1. Man setze g = f : [-1,1) — [—1,1) mit:

fz) = r+1 wenn —1 <z <0,
LV P | wenn 0 < z < 1.

Es ist ¢ = f~! aber unstetig in ¢ = 0.

2. Man definiere f : [-1,1] — [—1,0)U[1, 2] mit Umkehrfunktion ¢ : [-1,0)U
[1,2] — [—1,1] durch

Fz) = x wenn —1 <z < 0,
)= r+1 wenn O<ax <1

oy wenn —1 <y <0,
g(y).—{ y—1 wennl<y<2.

Die streng monotone Funktion f hat eine Sprungstelle in x¢ = 0.

Beweis (Stetigkeit der Umkehrfunktion).
Wir zeigen die Stetigkeit der Umkehrfunktion g (vgl. Satz 1.4.8).
Es seien 29 € I, yo = f(x0) € J und € > 0. Es sei a € R der linke Endpunkt von
I und b € R der rechte Endpunkt. Man setze

PR B Rl falls zg — e € 1,

~ | i(a+mp) sonst;

3= xo+e€ falls o +e €1,

| 3(zo+b) sonst;

min{yo — f(a), f(B) —yo} wenn a <z <,
d:=<¢ f(B)—wo wenn a = a = x,
Yo — Q@ wenn xg = 6 =b.

Esist 6 > 0. Fir y € J gilt

ly—wl<d = [fl@)<y<f(B) © a<ygly) <P

und somit |g(yo0) — 9(y)| = |zo — g(y)| < e.

Aus Satz 2.5.17 und Korollar 2.5.15 folgt nun:
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Korollar 2.5.18 (Stetigkeit der Umkehrfuntion)

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige und streng monotone
Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f~':J — R stetig, wobei J := f(I).

Satz 2.5.19 Sei I C R ein nicht ausgeartetes Intervall und f : I — R eine
stetige und injektive Funktion. Dann ist f streng monoton.

Wir betrachten zunéchst den Fall I = [a, b].

Lemma 2.5.20 Es seiena, b€ R, a < b und f : [a,b] — R injektiv und stetig.
Wenn f(a) < f(b), so ist f streng monoton wachsend.

Beweis. Annahme: f ist nicht strikt monoton wachsend:

Dann gibt es Punkte z, y € [a,b] mit x < y und f(x) > f(y). Da f injektiv, ist
f(z) > f(y). Wir unterscheiden zwei Fille:

fla) < f(y):| Zu einem ¢ mit f(y) < ¢ < f(x) gibt es nach dem Zwischenwert-
satz 2.5.14

¢€(a,x) und n € (z,y)

mit f(§) = f(c) = f(n).
Da £ # 7, widerspricht das der Injektivitdt von f.

f(y) < f(a):| Zu einem ¢ mit f(y) < ¢ < f(a) gibt es nach dem Zwischenwert-
satz 2.5.14

§€(a,y)) und 7n€(y,b)

mit f(&) = c= f(n).
Da & # 7, widerspricht das der Injektivitdt von f.

Beweis. Wahle ¢, b € I mit a < b.

Wir zeigen, wenn f(a) < f(b), dann ist f streng monoton wachsend:

Seien x, y € I mit x < y. Man setze
c¢:=min{z,a} und d:=max{y,b}.

Nach dem vorangehenden Lemma ist die Einschankung f|[c,d] entweder
streng monoton wachsend oder fallend, je nachdem ob f(c) < f(d)
oder f(c) > f(d) ist.
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Da a,b € [c,d] und f(a) < f(b) ist, muB die Einschrankung f|.
streng monoton wachsend sein.

Da z,y € [c,d] ist, folgt f(z) < f(y).

Wenn f(a) > f(b) ist, folgt analog, daB f streng monoton fallend ist.

Beispiel (Logarithmus).

Fiir a € R, a > 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a:
R >z a” € (0,00)

stetig, streng monoton wachsend und bijektiv.

Fir a € R, 0 < a < 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a:
R >z~ a® € (0,00)
stetig, streng monoton fallend und bijektiv.

Definition 2.5.21 (Logarithmus zur Basis a)

Es seia € R, 0 < a. Die Umkehrfunktion der Exzponentialfunktion zur Basis a
heifit Logarithmus zur Basis a:

(0,00) 3 z — log,(z) € R.

Bezeichnung 2.5.22 (Der natiirliche Logarithmus)

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : = — e® heifit natiirlicher
Logarithmus oder kurz der Logarithmus und wird mit

logz oder Inzx

bezeichnet.

Mathematiker schreiben meistens log x, Physiker und Ingenieure In x.

Bemerkung 2.5.23 1. Fiira € R, a > 0 gilt

a® = e® 18 fiir 1 € R.

2. Die Logarithmen zu verschiedenen Basen unterscheiden sich nur um einen
konstanten Faktor:

1
logaac:E fir0<a,a#1.

loga

Dabher reicht es, den natiirlichen Logarithmus zu untersuchen.
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Feststellung 2.5.24 (Regeln: Logarithmus)

1. Der Logarithmus log : (0,00) — R ist stetig, streng monoton wachsend
und streng konkav.

2. Es gilt die Funktionalgleichung
log(zy) =logx +logy fiir z, y € (0,00).

3. Es gilt

limlogx = —oc0, logl=0, loge=1, lim logz = 0.
z|0 r—00

Anmerkung. Wir werden noch weitere wichtige Eigenschaften der Exponen-
tialfunktion und des Logarithmus in den folgenden Kapiteln kennenlernen.
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2.6 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen
2.6.1 Satz vom Maximum

Bemerkung 2.6.1

e Die beiden Sitze dieses Abschnittes gelten allgemeiner fiir stetige reelle
Funktionen auf kompakten Teilmengen der reellen Zahlen. Die Interval-
leigenschaft ist unwichtig. Auch die Beweise kann man sinngeméf iiber-
nehmen.

e Die Sétze gelten sogar fiir beliebige kompakte Mengen. Man fiithrt dann
sehr dhnliche Beweise, in denen man statt des Supremumsprinzips den
Satz von Bolzano-Weierstrafl verwendet (vgl. Abschnitt 2.7.1)

e Wir konstruieren im Beweis des Satzes vom Maximum den grosten Punkt,
in dem die Funktion ihr Maximum annimmt. Verwendet man stattdessen
den Satz von Bolzano-Weierstraf, so findet man nur irgendein Maximum.

Lemma 2.6.2 (Beschrinktheits-Lemma)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f :
[a,b] — R beschrinkt.

Bemerkung. Der Satz wird mit einem Widerspruchsbeweis gezeigt.

Beweis (Beschrinktheits-Lemma).
Annahme: f : [a,b] — R ist nach oben unbeschrankt.
Man bilde zu NV € N die nichtleere Menge A,,:

Ap={x |z € [a,b], f(x) = n}.
Nach Lemma 2.5.13 existiert
Sp = max A,
Da A,, D A, 41, ist die Folge (s;), monoton fallend. Es existiert
[a,b] 5 c = lim s,.
n—o0

Da f stetig ist, folgt ein Widerspruch:

£(e) = lim_ f(sn) = oc.

n—oo
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Satz 2.6.3 (Satz vom Maximum)

FEs sei [a,b] C R ein nichtleeres, kompaktes Intervall. Dann nimmt jede stetige
Funktion f : [a,b] — R ein Mazimum an.

D.h., es gibt mindestens ein & € |a,b] so, daf fir alle x € [a,b] gilt:
flz) < f(8).

KARL WEIERSTRASS (1815-1897)

Bemerkung. Analog gilt, daf jede stetige Funktion auf einem kompakten In-
tervall ein Minimum hat.

Die kompaktheit des Intervalls ist eine unverzichtbare Vorrausetzung fiir den
Satz vom Maximum:

Beispiele 2.6.4 Mit der Wackelfunktion 2.3.30(5) bilde man die Funktion
V:(0,1] 3z (1 —2)W(x).

V ist auf (0,1) stetig und beschrénkt und hat auf (0, 1] weder ein Maximum
noch ein Minimum. Es gilt

—1<V(z)<1 firze/(0,1],

sup V(z)=1 und inf V(z)=-1.
x€(0,1] z€(0,1]

Man kann V nicht stetig in « = 0 fortsetzen und auch keinen Funktionswert
bei 0 so festsetzen, dal V' Maximum und Minimum hat.

Mit Korollar 2.5.15 ergibt sich das Korollar:

Korollar 2.6.5 (Stetiges Bild eines kompakten Intervalls)

Sei I C R ein kompaktes Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann
ist f(I) ein kompaktes Intervall.

Beweis (Satz vom Maximum).
Nach Lemma 2.6.2 ist f : [a,b] — R ist nach oben beschrankt:
s:=sup{f(x) | x € [a,b]} € R.
Man bilde zu NV € N die nichtleere Menge A,:
Ay ={z|z€la,b], flx) >s— 1}

Nach Lemma 2.5.13 existiert

Sy = max A,,.
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Da A, D A, 41, ist die Folge (s;,), monoton fallend. Es existiert

[a,b] 5 c= lim sp.
n—oo

Da f stetig ist, folgt

f(e) = lim f(sp) =s= sup f(x).

n—0e0 z€la,b]

2.6.2 Gleichmifige Stetigkeit

Definition 2.6.6 (Gleichmilige Stetigkeit)

Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heiffit gleichmdfSig stetig
wenn folgende gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so daf fir alle x, y € I aus |x —y| < § stets
[f(z) = fy)| <e folgt.

In Zeichen:

Ve>030>0Vx,yel : |z—y|<d=|flx)— fly)| <e.

Bemerkung. Die Feststellungen 2.1.5 und 2.1.10 gelten sinngem&f auch fiir
die Definition der GleichméfBigen Stetigkeit.

Was heifit es, dafl eine Funktion nicht gleichméafig stetig ist?

Bemerkung 2.6.7

1. Eine Funktion f : I — R ist nicht gleichmiflig stetig, wenn folgendes
gilt:
Es gibt ein g9 > 0, so daf es zu jedem 0 > 0 zwei Punkte z, y € I gibt
mit |z —y| < d und |f(z) — f(y)| = €o.

In Zeichen:

deg>0Vod>0dx,yel
Dlr—yl <o A f(x) = f(y)| = eo.

2. Es reicht die Werte § = %, (neN), zu testen:

Die Funktion f ist nicht gleichméfig stetig, wenn es ein g > 0 und zwei
Folgen (zy)n, (Yn)n in I so gibt, dafl

1
[T — yn| < n und | f(zn) — f(yn)| = €0
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Beispiele 2.6.8 (zur gleichmiifligen Stetigkeit)

1. Fir 0 <a <1 und z,y € [0,00) gilt die folgende Abschiitzung:

" =2 <ly—=[* ()

Folglich ist fiir 0 < @ < 1 die Potenzfunktion (Wurzelfunktion) p, :
[0,00) — R gleichméBig stetig.

2. Fiir die Inversion p_; :  +— = und ¢ > 0 gilt:

p—1 ist gleichméBig stetig auf [c, oo].
p—1 ist nicht gleichméBig stetig auf (0, c|.

3. Fiir die Quadratfunktion p? : z — 2?2 gilt:

o p? ist gleichméBig stetig auf jedem kompakten Intervall.

e p? ist nicht gleichmiBig stetig auf R.

Beweis.

1. Fir 0 < a < 1 ist die Potenzfunktion p, : [0,00) — R nach Feststellung
2.4.24(2) und Bemerkung 2.4.22 (6) streng konkav. Die Steigung ist also
streng monoton fallend.

FirO<z<yist0<zund 0 <y—x <y. Folglich gilt:

y* -zt (y—z)* =0  (y—a)°
y—x (y—z)—0 y—zx

Hieraus folgt die Ungleichung (x).

fir z,y € [a, 00).

1 1 T —
‘<| 2yl
T Yy a

1 5
- _ > fir 0 < dO0 <.
2 7407 (ato)e rUSETSsaundbs

3. Klarda 22—y = (z+y)(z —vy).

Satz 2.6.9 (Satz von der gleichméfligen Stetigkeit)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f :
[a,b] — R gleichmdfig stetig.
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Bemerkung. Der Satz wird mit einem Widerspruchsbeweis gezeigt.

EDpUARD HEINE (1821-1861)

Beweis. Annahme: f : I — R ist nicht gleichmaBig stetig.
1
Jeg>0VneNdIr,yel:|z—y|< E/\|f(33)—f(y)| > €g.
Wir bilden zu n € N die Menge A,, # () und die Punkte:
1
Ay ={x|zel, Jyel:|lz—y|l< E/\|f(ac)—f(y)\ > eo},
Sp :=sup Ap,
Ty €A, mit s, — — <z, < Sy,
n
. 1
Yyn €1 mit  |zn —yu| < " N | f(zn) = f(yn)| = €o.
Da A,, D A4, ist die Folge (s;,), monoton fallend. Es existiert
[a,b] > ¢ = lim s, = lim z, = lim y,.
n—oo n—oo n—oo

Da f stetig ist, folgt ein Widerspruch:

0= 17(e) = ()] = Tim |f(zn) = flgn)| > 0> 0.

Ubung. (Gleichmiflige Stetigkeit)

1. Man modifiziere den Beweis von Satz 2.6.9 oder den alternativen Beweis
im Beispiel 2.7.7 und zeige die folgende Charakterisierung der gleichméfigen
Stetigkeit:

Es seien I ein beschrinktes Intervall und f : I — R. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

1. f st gleichmdfsig stetig.

2. Wenn (x,)n eine Cauch-Folge in I ist, so ist (f(x(zy))n eine Cauchy-
Folge.

2. Man zeige, da8 die Aquivalenz (1.) sinngemif8 auch fiir Funktionen f : I N
Q — R gilt.

3. Man zeige, daf} der Fortsetzungssatz 2.4.4 sinngeméaf fiir gleichméfig stetige
Funktionen f: I NQ — R gilt.
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2.7 Konvergente Teilfolgen
2.7.1 Konvergente Teilfolgen

Definition 2.7.1 (Teilfolge)

Es seien (an)nen €ine Folge und (ng)ren eine streng monoton wachsende Folge
in N. Die durch

N3k ay,
definierte Folge (an, )ken heifst Teilfolge der Folge (ap)n.

Bemerkung Der Begriff Teilfolge ist ein Spezialfall des Begriffs Komposition
von Funktionen:

Nach Definition 1.4.10 ist eine Folge eine Abbildung a : N — R. Ist ¢ : N — N
strikt monoton wachsend, dann heiflt die Komposition a o ¢ = (ag))x eine
Teilfolge der Folge (an)n.

Man schreibt kurz ny, := ¢(k) und (an, ), :=ao ¢.

Beispiele 2.7.2 (Teilfolgen)

1. Teilfolgen der Folge (ay), sind

(QQk‘)k‘ = G2,04,06, . ..,

(a2k;—1)k =a1,as3,0as5,....

2. Zu zwei Folgen (ag)r und (bg)r bilde man die Reifiverschlufifolge (vgl.
2.3.17)

| ap fiirn =2k,
C"'_{ by firn=2k-—1 (n€N).

Dann sind (ag)r und (bg)x Teilfolgen von (¢ )p:
(ar)k = (coe)r und  (br)r = (c2r—1)k-

3. Die divergente Folge a,, := (—1)", (neN) hat konvergente Teilfolgen (asg )k
und (agk—1)k-

Als Spezialfall von Satz 2.3.29 erhalten wir unmittelbar:

Bemerkung 2.7.3 (Teilfolgen konvergenter Folgen)

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent und hat den gleichen
Grenzwert.
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Beispiele 2.7.4 Gegeben sei die Folge
1 123
(e 9] R _ - - —
(an)nzo T 07 07 97 Oa 47474 0>
—~ —— ——

L0

g ooy

1
T

| =
(N IEN|

Zn jeder reellen Zahl x € [0, 1] gibt es eine monoton wachsende Teilfolge (ap, ),
die gegen x konvergiert.

Beweis. Fiir k£ € Ny setze man:
k
lp =max{l |l €{0,1,...,2% — 1}, o <z},
dann gilt

lim ao =2x.
koo 2k 41y

Satz 2.7.5 (von Bolzano-Weierstraf})
Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat eine konvergente Teilfolge.

BoLzANO, Bernard, (1781-1848), Buch: Paradoxien des Unendlichen (1851).
WEIERSTRASS, Karl (1815-1897).
Zum Beweis zeigen wir ein Lemma:

Lemma 2.7.6 (Existenz monotoner Teilfolgen)

Jede Folge in R hat eine monotone Teilfolge.

Beweis des Lemmas. Fiir diesen Beweis verwenden wir die folgende Bezeich-
nung:

Eine m € N heiBe eine Spitze der Folge (a,),, wenn fiir alle n > m das Glied
Qo > Ay ISE.

Wir unterscheiden zwei Falle:

Es gibt nur endlich viele Spitzen: Es sei m € N die groBte Spitze. Wir konstrie-
ren rekursiv eine monoton wachsende Teilfolge (ap, )ken :

Startwert: ny = m + 1.

Rekursion: Es seien n; < ng < --- < ny, bereits konstruiert, so daB a,, <
(p, < -+ < ay, ist. Da ng keine Spitze ist, gibt es ein [ > n; mit
a; = ap, . Man setze (vgl. Satz 1.2.20)

N1 :=min{l |l € N, I > ng, a; > ap, }.
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Es gibt unendlich viele Spitzen: Wir numerieren die Spitzen durch und erhalten
eine streng monoton fallende Teilfolge (an, )ken :

Startwert: n; := min{l | [ € N, [ Spitze}.

Rekursion: Es seien n; < ng < --- < ny bereits konstruiert, so daB a,, >
Qpy, > -+ > ap, ist. Dann gibt es eine Spitze [ € N mit [ > nj. Man
setze (vgl. Satz 1.2.20)

ng4+1 = min{l |l € N, [ > ng, [ Spitze}.

Da alle ny Spitzen sind ist a,, > ap, > . ...

Beweis (Satz von Bolzano-Weierstrafl).

Da nach Satz 2.2.12 jede beschriankte monotone Folge in R konvergent ist, folgt
der Satz unmittelbar aus Lemma 2.7.6.

Man kann die grofien Sétze des Abschnittes 2.6 iiber stetige Funktionen auf
kompakten Intervallen auch mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafl be-
weisen.

Beispiele 2.7.7 Wir fithren dies am Satz 2.6.9 (Satz von der gleichméfigen
Stetigkeit) vor:

Beweis (Satz von der gleichmifligen Stetigkeit).

Wenn f: I — R nicht gleichmaBig stetig ist, gibt es ein 9 > 0 und Folgen (x,,)n,
(Yn)n in I so, daB

1
|[2n — yn| < n und [ f(zn) = f(yn)| = 0.
Es existiert eine konvergente Teilfolge (x, ),. Da I kompakt ist, liegt ¢ := klim T,
—00

. . 1 _ . .
in I. Da lim i 0 ist, gilt

k—o0
li =1
i v = Jm o,
Da f stetig ist, folgt ein Widerspruch:

0=1f(c) = flo)l = lim |f(zn,) = f(yn.)| = 0> 0.
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2.7.2 H&ufungswerte von Folgen

Definition 2.7.8 Es sei (an), eine Folge in R. Eine Zahl h € R heifst ein
Hiufungswert der Folge (ay,)n, wenn es eine Teilfolge von (an)n gibt, die gegen
h konvergiert.

Beispiel.
1. Die Folge ((—1)™),, hat die Hiufungswerte 1 und —1.

2. Fiir die Folge im Beispiel 2.7.4 ist die Menge der Hiufungswerte das In-
tervall [0, 1].

Bemerkung 2.7.9 (Existenz von Hiufungswerten)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hat jede beschriankte Folge mindestens
einen Haufungswert.

Bemerkung. Fiir eine konvergente Folge ist der Grenzwert der einzige Haufungs-
wert. Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.7.10 Fine beschrinkte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur
einen Hdufungswert hat.

Korollar 2.7.11 Fine beschrinkte Folge konvergiert genau dann gegen einen
c € R, wenn jede ihrer Teilfolgen eine Teilfolge hat, die gegen c konvergiert.

Beweis des Satzes 2.7.10.

Klar.
Die Folge (an)n sei beschrankt und habe genau einen Haufungswert ¢ € R.

Annahme: Die Folge konvergiert nicht gegen c. Es gibt also es ein g9 > 0,
so daB es zu jedem N € Neinn € N, n > N, existiert, fiir das |a,, — c| > &g
ist.

Es gibt eine Teilfolge (ay, ), so daB (vgl. 2.1.20 (3.))

|an, —c| >eo firkeN.

Da die Folge (an, ), beschrankt ist, hat sie eine konvergente Teilfolge, die
einen anderen Grenzwert als ¢ hat.
Beweis des Korollars 2.7.11.

Aus der Vorausetzung des Korollars erhdlt man, daB jede konvergente Teilfolge der
gegebenen Folge gegen ¢ konvergiert.
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2.7.3 Limes superior

Bemerkung. Zu jeder Folge reeller Zahlen kann man den Limes superior
oder oberen Grenzwert und den Limes inferior oder unterne Grenzwert in R

bilden.

Diese beiden Begriffe bilden ein méchtiges Hilfsmittel, um viele Konvergenzaus-
sagen kurz und knapp zu formulieren und auch zu beweisen. Es erfordert aber
einige Ubung, bis man mit diesem Werkzeug umgehen kann.

In der Lehrbuchliteratur wird der Limes superior bzw. inferior unterschiedlich
eingefiihrt. Diese Definitionen sind alle dquivalent.

Wir wihlen eine eher technische, dafiir aber leicht anwendbare Definition, und
leiten dann die dazu dquivalenten, anschaulicheren Eigenschaften her. 2.7.13(2),
2.7.16 und 2.7.21.

Zu einer nach oben beschrinkten Folge (ay), bilde man zu jedem n € N die
Zahl s, := sup ay. Die Folge (s, ), ist monoton fallend.
k>n

Definition 2.7.12 (Limes superior)

Es sei (ap) eine nach oben beschrinkte Folge in R. Man bilde die monoton

fallendende Folge (sy)n durch die Vorschrift:

Sp = Sup ag.
k>n

Der in R gebildete Grenzwert (vgl. Satz 2.2.12 und Def. 2.1.22)
s:= lim s, € RU{—o0}
n—oo
heifst Limes superior der Folge (ay,), und wird mit

limsupa, :=s
n—oo

bezeichnet.

Bemerkung und Bezeichnung 2.7.13

1. Eine andere iibliche Bezeichnung ist

lim a, := limsup a,.
n—00 n—00

2. Fiir n € N nennen wir die Teilfolge (ay)32,, ein Endstiick der Folge (an)n.
Der Limes superior ist also das Infimum der Suprema der Endstiicke:

limsupa, = inf{c|c € R, ¢ > a, fiir fast alle n € N.}

n—oo
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3. Man kann sich iiberlegen, daf die Folge (s;), die kleinste monoton fallen-
de Folge oberhalb der gegebenen Folge (a, )y ist. Wir beweisen dies nicht
explizit, diese Idee steckt habe hinter vielen Beweisen zu den Figenschaf-
ten des Limes superior.

Bemerkung. Analog bildet man den Grenzwert der Infima der Endstiicke und
nennt ihn den Limes inferior der Folge.

Definition 2.7.14 (Limes inferior)

Es sei (ay) eine nach unten beschrinkte Folge in R. Man bilde die monoton
wachsende Folge

up = inf{ay | k €N, k > n}.
Der in R gebildete Grenzwert (vgl. Satz 2.2.12 und Def. 2.1.22)
w:= lim u, € RU{oco}
n—oo
heifst Limes inferior der Folge (an), und wird mit
liminf a, (= u
n—oo

bezeichnet.

Bemerkung 2.7.15 Es gilt liminf a,, = —limsup(—ay,)

n—oo n—o0

Fiir den Limes superior gibt es das folgende e-Kriterium:

Feststellung 2.7.16 Es seien (ay) eine beschrinkte Folge in R und s € R.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. s =limsupa,.
n—oo

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N, so daf fir alle m € N aus m > n stets
folgt:

(1) Uy < S+¢€
(ii) Es gibt ein k € N, k> m, mit ap > s — €.

Bemerkung Verschérft man 2.(ii) zu
am > s —e fur alle m > n,

so erhélt man die iibliche Definition des Grenzwertes einer Folge (ay)y.

Beweis.
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1=2:| Es ist s, := supa; und s = lim s,. Zu € > 0 gibt es ein n € N mit
k}n n—oo
s< s < s+efirallel > n. Firm > n folgt

Ay < Sp < S+ €.

Da s < sy, := sup ay, ist, gibt es ein k > m so, daB s — ¢ < ay, ist.
k>m

Aus (i) folgt:

supar < s+ = limsupa, < s+e.
k>m n—oo

Aus (ii) folgt:

supap =>s—¢e = limsupa, > s—c¢.
k>m n—oo

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt limsup a,, = s.

n—oo

Bemerkung Fiir beschrankte Folge reeller Zahlen liegen der Limes superior
und der Limes inferior in R. Man kann mit ihrer Hilfe Aussagen iiber beliebige
beschrénkte Folgen formulieren:

Satz 2.7.17 Es sei (ap)y eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt

1. liminf a,, < limsup a,
n—oo n—00

2. liminf a, = limsupa, < lim a, existiert.
n—00 N—00 n—00

Im Fall der Gleichheit (2.) ist

lim a, = limsupa,.
n—o0 N—00

Beweis.

1. Fir alle n € Nist u, := inf a; < supa, =: s, und folglich
k>n k>n

liminf a, = lim u, < lim s, = limsupa,
k—oo n—00 n—oo k—00

2. Firn € Nist u, := kigiak <a, < Zl>1p an =: Sy, . Daher gilt:
= 2N

lim u, = lim s, = lim s, = lim a,.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Es gelte a,, — ¢ € R. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n € N, so daB
c—e<an<ct+e firallem>=n, meN.

Dannist ¢ — ¢ < up < S < ¢+ ¢ fiir alle m > n und folglich ist

lim u, = lim s, =c.
n—oo n—oo
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Bezeichnung 2.7.18

Fiir eine nach oben unbeschrinkte Folge setzt man

lim sup a,, := oo.
n—oo

Fiir eine nach unten unbeschrinkte Folge setzt man

lim inf a,, := —oo0.
n—oo

Bemerkung. Fiir jede Folge (ay,), gilt also

1. liminfa, < limsupa,

n—oo n—00
2. limsuplap|:=00 << (an)n ist unbeschrankt.
n—oo

Bemerkung 2.7.19 Es sei (a,) eine nach oben beschrinkte Folge in R. Dann
gilt:

limsupa, = -0 < lim a, = —o0.
n—o0 n—0oo
Dann gilt auch liminf a,, = —occ.
n—oo

Aus Satz 2.7.17 und Bemerkung 2.7.19 folgt:

Feststellung 2.7.20 Fiir jede Folge (ay), in R gilt:

liminf a, = limsupa, < lim a, € R existiert.
n—00 Nn—00 n—00

Dann st lim a, = limsupa,.
n—00 n—00

Beweis der Bemerkung 2.7.19.

=] Da

an < supag = Sy,
k>n

ist, folgt aus s,, — —o0, daB a, — —oc.

Wenn a,, — —o0, dann gibt es zu jedem K > 0 ein n € N, so daB fiir alle
m € N aus m > n stets

am < —K
folgt. Also ist fiir m > n stets

Sm = sup ap < —K
k>m

und folglich s, — —o0.
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Satz 2.7.21 (Obere Hiufungswert)
Es sei (ay,) eine nach oben beschrinkte Folge in R.

Wenn limsup a, > —oco ist, dann ist limsupa, der grifite Hiufungswert der
n—oo n—oo

Folge (ap)n.

Bemerkung. Dieser Satz wird in vielen Lehrbiichern als Definition des Limes
Superior verwendet:

1. Wenn eine nach oben beschrinkte Folge (ay), einen Hdiufungswert hat,
dann hat sie einen gréfiten Hdaufungswert und dieser ist gleich lim sup a,.
n—oo
2. Der obige Satz gibt eine Verschirfung des Satzes von Bolzano-Weierstra8:
Fine nach oben beschrinkte Folge (ay)y strebt entweder gegen —oo oder
sie enthdlt eine Teilfolge, die gegen den grifiten Hdufungswert der Folge
(an)n konvergiert.

Beweis. 1. Man setze s,, := sup{ai}. Es sei s = lim s, = limsupa, > —oc.
k>n n—00 n—00

Wir bilden rekursiv eine Teilfolge (an, )ren mit folgender Eigenschaft:

Snp+1 — < pyy, < Snpr1 fiir k€ Np. (%)

ng + 1

Startwert: | Es sei ng = 0.
Es seien bereits ng < ny < --- < ng in N so konstruiert, daB () fiir

k=0,...,k—1 gilt. Nach Definition von s,, gibt es ein kleinste natiirliche
Zahl ng4q € N, ng1 = ng + 1, so daB (%) fiir & gilt.

Da ni — 0, konvergiert die Teilfolge (ay, )r gegen s = lim sy,.
k n—oo
2. Wenn (ay, )i eine konvergente Teilfolge ist, so gilt

(p, < SUP Gy = Sy, -
m>ng

Feststellung 2.7.22 ( Limes superior ist subadditiv)
Es seien (ap)n und (by)n nach oben beschrinkte Folgen in R und ¢ > 0. Dann
qgilt:
1. limsup(ay, + by,) < limsup a,, + lim sup by, .
n—00 n—0o00 n—o0
2. limsup(ca,) = ¢ limsup a,.

n—oo n—oo
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2.8 Gleichmiflige Konvergenz
2.8.1 Funktionenfolgen

Bezeichnung 2.8.1 (Menge von Funktionen)

Fiir eine Menge M bezeichne F(M) = F(M,R) die Menge aller Funktionen
von M nach R.

Definition 2.8.2 (Folge von Funktionen)
Eine Abbildung

f:N—F(M)

heiffit Folge von Funktionen oder Funktionenfolge.

Die Abbildungswerte f, == f(n) heiflen Folgenglieder, und man schreibt
(fn)n = (fn)neN = f.

Bemerkung. Wenn (f,), eine Folge von Funktionen in F(M) ist, so bilden
fiir jedes « € M die Funktionswerte eine Folge (fy,(z)), reeller Zahlen.
Definition 2.8.3 (Punktweise Konvergenze)

FEine Funktionenfolge (f,) in F(M) konvergiert punktweise auf M gegen
feF(M), falls fir alle x € M

lim f,(z) = f(z).

Das heifst:
Vee MVe>03ngeNVn>2ng : |fu(z)— flz)] <e.

Bemerkung. Wenn eine Funktionenfolge ( f,,), fiir alle x € M einen Grenzwert
in R hat, so definiert dies eine Funktion f: M — R durch

f(@) == lim_f(2).

n—~oo

Die Folge (fy)n konvergiert punktweise gegen f.

Beispiele 2.8.4 Man zeichne die Graphen der folgenden Funktionen:

1. Fiir die Folge (fy)n von Funktionen auf dem Intervall [0, 1] mit f,(z) :=
", x € [0,1] gilt

. 0 firze|0,1),
nlirrgofn(x):{ 1 fiirx:[l. )
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2. Fiir die Folge (gn)n, mit g,(x) := T ) (x € R), gilt
1 fir z > 0,
lim gp(x)=¢ 0 firz=0,
e -1 fiir x <O0.
na fiir z € [0, 1],
3. hp(z)={ 2-nz firze (2], = lim h,(z)=
n—oo
0 fiir x € (2, 1].

Bemerkung. Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften der Glieder einer
konvergenten Funktionenfolge sich auf die Grenzfunktion iibertragen.

Die Beispiele (1.) und (2.) zeigen, dafl bei punktweiser Konvergenz die Stetigkeit
sich nicht auf die Grenzfunktion vererbt.

Wir miissen den Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen verscharfen, um aus
Eigenschaften der Folgenglieder auf entsprechende Eigenschaften der Grenz-
funktion schlieen zu kénnen.

Im Beispiel (3.) konvergiert die Folge (hy,), zwar punktweise gegen die kon-
stante Funktion 0, aber die h,, sind offensichtlich keine gute Approximation der
Grenzfunktion.

Noch krasser ist das Beispiel d,,(z) := n h,(x).

Definition 2.8.5 (Gleichmiflige Konvergenz)

FEine Funktionenfolge (f,) in F(M) konvergiert gleichmdfSig auf M gegen
eine Grenzfunktion f € F(M), falls es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N gibt, so daf
fir alle n € N und fiir alle x € M aus n > ng stets

[fulz) = f(z)] <e
folgt. In Zeichen:

Ve>03dnge NVn>2ngVe e M : |fp(x) — f(z)| <e.

Bemerkung Man vergleiche dies mit der punktweisen Konvergenz:

Ve e MVe>03ng e NVn>ng @ |fulz) — f(2)] <e.

Satz 2.8.6 (Stetigkeit der Grenzfunktion)

Fiir ein Intervall I C R konvergiere die Funktionenfolge (fy) in F(I) gleichmdfig
auf I gegen f € F(I). Sind alle f, in einem Punkt a € I stetig, so gilt dies
auch fir die Grenzfunktion f.
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Bemerkung. Der Satz gilt entsprechend auch fiir die rechts- bzw. linksseitige
Stetigkeit in xg.

Beweis (Stetigkeit der Grenzfunktion).

Es sei e > 0. Da die Folge (f,)n gleichmaBig gegen die Grenzfunktion f konvergiert,
gibt es ein ng € N, so daB fiir alle n > ng und fiir alle x € M

[fu(x) = f(z)] <e

ist. Da fp, in xq stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so daB fiir jedes z € M aus |[xr—xg| < ¢
stets

’fn0<$) - fno(l’o)\ <e

folgt. Dann gilt fiir x € M mit |z — o] < ¢

[f(x) = f(zo)]
= |f () = fro(2) + (fro () = Fro(w0) + fro (20) — f(0)]
SUf(@) = fro (@) + [fno (2) = Frg (w0)] + | frg (z0) — f(20)]
<et+ete=3¢

Bezeichnung 2.8.7 Die Menge der beschrankten Funktionen auf einer Menge
M wird mit

B(M):={f € F(M)| f beschrénkt}

bezeichnet

Definition 2.8.8 (Norm einer Funktion)

Es sei M eine Menge. Die Norm einer beschrinkten Funktion f : M — R wird
definiert durch

[f1I := sup [f(x)] := sup{[f(2)[ | x € M}.
zeM

Feststellung 2.8.9 Die Norm
Il - B(M) — R

hat die folgenden Eigenschaften:
Fir f, g€ B(M) und o € R gilt:
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1. IfIl =0, und ||f|| = 0 genau dann, wenn f =0,
2. lafll = lalll £,

3 N+ gl < FI+ Mgl

4- gl < AIFI- Nall-

Feststellung 2.8.10 Es sei f € F(M). Eine Funktionenfolge (fy) in F(M)
konvergiert genau dann gleichmdfSig gegen f, wenn gilt:

Tim [[fu — /]| =0.

Beweis.

=:| Die Folge (f,)n konvergiere gleichm&Big gegen f. Es gibt also zu £ > 0 ein
nog € N, so daB

|fn(x) — f(2)| < e fir alle n = no.

Nach Definition der Norm folgt fiir alle n > ng:

| fr = fIl = sup [fu(x) — f(z)| <e.
zeM

<:| Es gelte lim || f, — f|| = 0. Dann gibt es zu £ > 0 ein ng € N, so daB aus
n—oo

n = ng stets ||f, — f|| < e folgt. Also gilt fiir n > np und alle x € M:

[fn(z) = fl)] < |fu = fll <e.

Satz 2.8.11 (Cauchykriterium)

FEine Funktionenfolge (f,) in F(M) konvergiert genau dann gleichmdijfig auf
M, wenn gilt:

Ve>03ng e NVn,m>=ng : ||fn— fmll <e.

Bemerkung. Aus dem Cauchykriterium folgt das Majorantenkriterium 3.2.25
fiir gleichméfige Konvergenz von Reihen von Funktionen.

Beweis.

127



=:| Die Folge (f,)n konvergiere gleichm&Big gegen f. Es gibt also zu £ > 0 ein
ng € N, so daB

|fn(x) — f(2)| < e fir alle n = no.
Nach Definition der Norm folgt fiir alle n, m > ny:
[ fo — fIl = sup |fu(z) — f(z)| <e,
zeM

[fn = Fll < A1 = FI+Lf = fll < 26

<:| Wenn || f,, — fml < ¢ fiir alle m, n > ng ist, dann folgt fiir alle x € M:

Daher ist (f,(z))n eine Cauchyfolge in R und es gibt eine Grenzfunktion
f € F(M). Nun folgt fiir n > ny

(@) = F@)| = Tim_|fale) ~ fin(w)] <&

2.8.2 Regelfunktionen

Wir stellen fiir die Integrationstheorie eine Klasse von reellen Funktionen bereit,
die sogenannten Regelfunktionen.

Zu den Regelfunktionen gehéren die Treppenfunktionen und die stiickweise ste-
tigen Funktionen:

Definition 2.8.12 (Treppenfunktion)

Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit eine
Treppenfunktion, wenn es endlich viele Punkte a = cg < ¢1,--- < ¢y = b so
gibt, daf$ fir k =1,...,k die Finschrinkung f’(c konstant ist.

k—1) cn)
Bemerkung. Die Treppenfunktion f ist also auf den offenenen Intervallen
(ck—1,cx) konstant. Die Werte in den Teilpunkten ¢, unterliegen keiner Be-
schrankung.

Definition 2.8.13 (Stiickweise stetige Funktion)

FEs sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Eine Funktion f : [a,b] — R heif$t stiick-
weise stetig, wenn es endlich viele Punkte a = c¢g < c¢1,--- < ¢ = b so
gibt, daf fir k = 1,...,k die Finschrdinkung f|(c stetig ist und in den

Endpunkten einseitige Grenzwerte in R:

flei) = lm f(@) b fle;) = lim f(2)

zTexk

H*l’clﬁ)

hat.
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Bemerkung. Die stiickweise stetige Funktion f ist also auf den offenenen Inter-
vallen (cx—1, ¢) stetig und hat eine stetige Fortsetzung auf die abgeschlossenen
Intervalle [c,—1, ¢x)-

Es gibt keine Vorschrift fiir die Werte in den Teilpunkten c,.

Fine stiickweise stetige Funktion ist beschrénkt.

Definition 2.8.14 (Regelfunktion)

Es sei I C R ein Intervall mit Anfangpunkt a € R und Endpunkt b € R. Eine
Funktione f: I — R heifit eine Regelfunktion, wenn folgendes gilt:

1. Fir jeden inneren Punkt x € (a,b) existieren in R der linksseitige Grenz-
wert f(z 1) und der rechsseitige Grenzwert f(z™).

2. Wenn der Anfangspunkt a € I liegt, so existiert der rechtseitige Grenzwert
f(a™) eR.

3. Wenn der Endpunkt b € I liegt, so existiert der linksseitige Grenzwert
f(b™) e R.

Die Menge der Regelfunktionen auf I wird mit R(I) = R(I,R) bezeichnet.

Bemerkung Die Definition der Regelfunktion macht keine Vorschrift iiber die

Lage von f(x) zu den einseitigen Grenzwerten f(z*) und f(z~) im selben
Punkt.

Beispiele 2.8.15 (Regelfunktionen)

Beispiele von Regelfunktionen sind:

1. Treppenfunktionen (vgl. Definition 2.8.12),
2. stiickweise stetige Funktionen (vgl Definition 2.8.13),
3. monotone Funktionen (vgl. Beispiel 2.3.30 (3.)) ,

4. Maximum, Summe, Produkt, und Quotient von Regelfunktionen:
Die Rechenregeln 2.3.24 fiir stetige Funktionen gelten sinngeméf fiir Re-
gelfunktionen.

5. die Stammbriiche-Funktion (vgl. Beispiel 2.3.33)

Dagegen ist die Wackelfunktion (vgl. Beispiel 2.3.30 (5.)) keine Regelfunk-
tion, da fiir die Wackelfunktion in = 0 die einseitigen Grenzwerte nicht
existieren.
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Feststellung 2.8.16 (Grenzwert von Regelfunktionen) Es seien I C R
ein Intervall und (f,)n eine Folge von Regelfunktionen auf I , die gleichmdfig
auf I gegen eine Funktion f : 1 — R konvergiert.

Dann ist die Grenzfunktion f eine Regelfunktion.

Beweis. Die Feststellung folgt unmittelbar aus Satz 2.8.6

Satz 2.8.17 (Approximation fiir Regelfunktionen)

FEs sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Fir eine Funktion f : [a,b] — R sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist eine Regelfunktion.

2. Es gibt eine Folge von Treppenfunktionen t, : [a,b] — R die gleichmdfig
gegen | konvergiert:

[tn — fII = 0.

Korollar 2.8.18 (Beschrinktheit von Regelfunktionen) FEine Regelfunk-
tion auf einem kompakten Intervall ist beschrinkt.

Ubungsaufgabe. Man beweise die Ausage des des Korollars unabhingig, in-
dem man die Beweismethode des Lemmas 2.6.2 anpafit. Man vgl. dazu auch
den Beweis von Satz 2.6.9.

Beweis. |2=-1:| Klar nach Feststellung 2.8.16
Zu n € N bilde man die Menge

A, :={c € [a,b] | ex. Treppenfunktion ¢ : [a,c] — R
mit |t(z) — f(z)| < L firz € [a,q] } .
Behauptung: a € A, und g :=sup 4, € A,.

Es ist a € A,. Sei also a < x¢. Da f Regelfunktion und zg = sup A,, ist,
gibt es c € A, mit a < ¢ < xg, so daB

|f(z) = f(zg)| < L fiire <z < .

Man wahle eine Treppenfunktion ¢ : [a,c] — R und setze ¢ zu einer Treppen-
funktion £ : [a, 2¢] — R fort:

) t(z) fir x € [a, ],
t(x) =< flzy) fir x € (¢, x0),
f(xo) fir z = xo,

Dann gilt [t(z) — f(z)| < £ fiir z € [a,20]. Also ¢ € A,,.
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Annahme: zy:= max A, <b.
Da f Regelfuntion ist, gibt es d € [a,b] mit zg < d so, daB
|
F@)~ )l < fir @ € (ao,d].
Man wahle eine Treppenfunktion ¢ : [a, z9] — R und setze t auf [a, d] fort:

2o t(x) fir x € [a, xo),
Hz) = { Fxd)  firz e (zo,d).

Dann gilt [t(z) — f(z)| < % fiir 2 € [a,d]. Also ist d € A, im Widerspruch
zur Annahme.

Also ist A, = [a,b] und es gibt eine Treppenfunktion t, : [a,b] — R mit |t,(x) —
f(z)| < 2 fiir 2 € [a,b].

Die Folge (t,,)n konvergiert gleichmaBig auf [a, b] gegen f.

Bemerkung 2.8.19 (zur Beweismethode von Satz 2.8.17) Die Beweisme-
thode des Approximationssatzes wird haiifiger verwendet. Man spricht von ei-
nem Zusammenhangs-Schlufl:

Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und E eine Figenschaft, die ein Teilintervall
[c,d] C [a,b] haben kann. Es gelte:
Aus [c,d] und (d,e] haben E, folgt [c,e] hat E.

Man bilde dann A := {c|c € [a,b], |a,c] hat Eigenschaft E'}. und zeige:

1. a € A.
2. supA € A, d.h. max A existiert.

3. Wenn c € A und ¢ #b, so gibt es ein d € (¢,b] mit d € A.

Dann hat [a,b] die Figenschaft E.

Korollar 2.8.20 (Monotone Aproximation)

FEs seien [a,b] ein kompaktes Intervall. und f : [a,b] — R eine Regelfunktion.

1. Es gibt eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, die gleichmdfig
auf [a,b] gegen f konvergiert.

2. Wenn f > 0 ist, gibt es eine monoton wachsende Folge von nichtnegativen
Treppenfunktionen, die gleichmdfig auf [a,b] gegen f konvergiert.
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Bemerkung Analog zu 2.8.20 (1.) gibt es eine monoton fallende Folge von
Treppenfunktionen, die gleichméfig gegen f konvergiert.

Beweis.

1. Es sei (ty)n eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmaBig gegen f kon-
vergiert. Man bilde zunachst die Treppenfunktion

Up =ty — |[tn — f]|.

Dann gilt u, < f und |lu, — f|| <2[|t, — f]| — 0.

Fiir die Treppenfunktionen
U i=max(ug, ..., Up)
gilt dann

up <o < found o = fI| < Jlun = fI] = 0.

2. Wenn f > 0 so bilde man zunichst die Folge (vy,), wie in (1.). Dann leistet
wy, := max(vy,0) das Gewiinschte.

Bemerkung 2.8.21 Esseien [a, b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a, b] —
R eine Regelfunktion. Zun € N gibt es hochstens endlich viele Punkte {z1, ..., xg, }
in denen

[f(z) = f(@)] >

S|=

ist.

Feststellung 2.8.22 Fine Regelfunktion hat also hichstens abzdihlbar viele Un-
stetigkeitsstellen.

Beweis. Es gibt eine Treppenfunktion t,, : [a,b] — R mit
tale) — F(@)] < 5 firr € o,
n(x x 5, furz€la,b].

In allen Stetigkeitstellen x von t,, ist dann

[f(@7) = D) < [f(=7) = t@)] + [t(z) — faT)| < %
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3 Integral und Ableitung

3.1 Integral von Regelfunktionen
3.1.1 Definition eines Integrals

Bemerkung.

Mit dem Integral einer Funktion f : I — R auf einem Intervall I wird die
Fliache angegeben, die durch das Intervall I auf der Koordinatenachse und den
Graphen von f begrenzt wird.

Dabei zdhlen Flachen oberhalb der Koordinatenachse positiv und Flachen un-
terhalb der Korodinatenachse negativ.

Fiir kompakte Intervallel kann man den Quotienten aus der obigen Fléche und
der Lange |I| des Intervalls als Mittelwert der Funktion f auf dem Intervall
I ansehen.

Beispiel aus der Physik:

- Ein Fahrzeug bewegt sich auf einer Geraden wihrend des Zeitintervalls
[to, t1] mit der Geschwindigkeit

v [to,tl] — R.

Wenn das Fahrzeug vorwérts fahrt, ist v(¢) > 0.
Wenn das Fahrzeug riickwirts fihrt ist v(¢) < 0.

- Zur Anfangszeit ty befinde sich das Fahrzeug auf der Geraden im Ursprung
to = 0. Zur Zeit t € [to, t1] sei das Fahrzeug im Punkte x(t).

- Das Integral der Funktion v iiber das Intervall [to, 1] ergibt den Stand-
punkt z(¢;) des Fahrzeugs zur Zeit t;.

- der Quotient aus dem Integral und der Zeitdifferenz t; — to ergibt die
mittelere Geschwindigkeit auf [to,¢;].

Bemerkung.

In den Lehrbiichern findet man unterschiedliche Zugénge zum Integral, die sich,
abgesehen von den verschiedenen Konstruktionen, darin unterscheiden, wie um-
fangreich die Funktionenklassen sind, fiir die ein Integral erklért wird.

Mit wachsender Allgemeinheit aufgezihlt sind dies

stetige Funktionen und ihre Stammfunktionen,
stiickweise stetige Funktionen und ihr Integral,

Regelfunktionen und das Regelintegral,
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Riemann-integrierbare Funktionen und das Riemann-Integral (fiir
mehrere Variable in Anlysis II),

Lebesgue-integrierbare Funktionen und das Lebesgue-Integral
(Anlysis III).

Diese Integralbegriffe ergeben auf den jeweils kleineren Funktionenklassen das-
selbe Ergebnis.

Bemerkung. Das Ziel der Integraltheorien ist weniger, fiir moglichst wilde
Funktionen ein Integral zu erkldren, sondern zu zeigen, wie sich das Integral
mit unterschiedlichen Konvergenzbegriffen fiir Funktionenfolgen vertrégt.

Eine Folge von Funktionen kann z. B. beschrankt oder monoton sein und sie
kann punktweise oder gleichméflig gegen eine Grenzfunktion konvergieren.

Die folgenden Regeln sollten so allgemein wie mdglich gelten:

1. Der Grenzwert f einer Folge (f,)n integrierbarer Funktionen ist wieder
eine integrierbare Funktion.

2. Der Grenzwert der Integrale der f, ist das Integral des Grenzwertes f.

Ganz allgemein geht das nicht, aber je weniger restriktiv der Integralbegriff ist,
um so leichter kann man Grenziibergénge vollziehen und Integrale berechnen.

Bemerkung (Zur Wahl der Integrationstheorie).

In der Analysis I beschrédnken wir uns vorerst auf:

kompakte Intervalle als Integrationsbereich.
gleichmiflige Konvergenz als Grenzwertbegriff.

beschrinkte Funktionen als Integranden, genauer eine handli-
che Teilmenge der beschrinkten Funktionen, die auch die Grenz-
werte gleichméflig konvergenter Funktionenfolgen enthélt:

- Stetige Funktionen reichen fiir viele Anwendungen aus,
aber nur stetige Funktionen ist zu eng.
- Wir wihlen die Regelfunktionen.

- Die Vorteile des Riemann—Integral zeigen sich erst in der
Integrationstheorie mehrerer Variabler.

Bemerkung Wir charakterisieren das Integral der Regelfunktionen durch Axio-
me, die durch die anschauliche Deutung des Integrals als Flache nahegelegt
werden:
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Definition 3.1.1 (Axiome des Regel-Integrals)

Das Regel-Integral ist eine Familie von Abbildungen von den Regelfunktionen
in die reellen Zahlen mit den folgenden Eigenschaften:

1. Zu jedem nichtleeren, kompakten Intervall [a,b] C R, gibt es eine Abbildung,
die man Integral iiber [a,b] nennt:

| :R(la,b]) — R.
[a.b]

Jeder Funktion f € R([a,b]) wird also eine reelle Zahl zugeordnet, die man das
Integral von f iber [a,b] nennt:

fe 1 f

[a,b]

2. Dabei sollen die folgenden Regeln gelten:
Intervall-Additivitét: Fira, b, c€ R mita <b<cund f € R([a,c]) gilt:

Jr+Jr=171

[a,b] [b,q] la,]

Auf der linken Seite wird die jeweile Einschrinkung f|[a,b] bzw. f|[b,c]
integriert.

Monotonie: Fir f, g € R([a,b]) gilt:

f<g = [ < [y

[a,b] [a,b]

Eichung: FEs sei c € R. Fiir die konstante Funktion ¢ € R[a,b]) gilt:

[e=c-(b—a).

[a,b]

Sehr suggestiv ist die von von Leibniz eingefiithrte Bezeichnung des Integrals
mit einer formalen Variablen z und einem Differential dx. Vorerst ist das
Differential nur ein Symbol.

Bezeichnung 3.1.2 (Differentalschreibweise)

Es seien [a, b ein nichtleeres Intervall und f € R([a,b]). In Differentialschreib-
weise bezeichnet man das Integral mit:

b
/f(x)dx:: | r.
a [a,b]

a heifit untere Grenze und b obere Grenze des Integrals.
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Bemerkung. In dieser Bezeichnung wirken das Integralzeichen f: und das
Differental dz wie eine 6ffnende und eine schliefende Klammer.

Wie bei einem Summationsindex ist die Bezeichnung der Variablen unwesent-

lich: ff f(z)dx = ff f(y) dy.

Bemerkung und Bezeichnung 3.1.3

1. Es seien ¢ < d in I = [a, b]. Wir vereinbaren die Bezeichnung:

/dcf(x) do = —/cdf(x) da.

2. Da [ f(x)de = [ f(z)dx+ [ f(z)dx ist, folgt

/aaf(x)da::().

Bemerkung. Mit Bezeichnung (1.) gilt fiir a < ¢ < b:

JP f@)yde + ff fa)de = [7 f(z) da

Diese Formel hat eine anschauliche Deutung;:

Integriert man entlang des Weges von a nach b und dann zuriick von b nach c,
so erhdlt man das Integral entlang der Wegstrecke von a nach c.

Definition 3.1.4 (Stammfunktion)
Es seien I C R ein Intervall f € R(I) und xo € I. Die Funktion

x
F:I—R mit :UBQ:»—»/ f(t)dt
o

heifst eine Stammfunktion der Regelfunktion f.
Bemerkung.

1. Das Integral ist durch eine Stammfunktion eindeutig festgelegt. Fiir z,y €
[a, b] gilt

Fly) — F(x) = [; ft)dt — [ f(t)dt = [} f(t)dt.

2. Wir werden spéter sehen, dafl eine Stammfunktion F' von f in allen Stetig-
keitspunkten = von f differenzierbar ist und dort F'(z) = f(x) gilt ( vgl.
Feststellung 3.2.12)). Zu den Stetigkeitspunkten vergleiche Feststellung
2.8.22.
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Feststellung 3.1.5 (Lipschitz-Stetigkeit d. Stammfkt.) FEine Stammfunk-
ton F einer Regelfunktion f € R(I) ist auf jedem kompakten Teilintervall
[a,b] C I Lipschitsstetig.

FEine Lipschitzkonstante von F ist M := sup |f(x)|:
z€a,b]

b
| r@is| < s (@) p-al

z€[a,b]

Beweis. Fiir z,y € [a,b] gilt

Flo) - F@) = [ s

Es sei etwa ¢ < y. Aus —M < f < M, der Monotonie des Integrals und der
Eichungsvorschrift folgen:

Fo)-Fla)= [ f < My-2)= My~
Fl) - F@) = [ 1 > -Mly—2)= - My 4]

und somit
|F(y) — F(z)| < My — z|.

Da die letzte Ungleichung symmetrisch in = und y ist, gilt sie auch im Fall y < x.

3.1.2 Integral von Treppenfunktionen

Bemerkung. Wir haben in Definiton 3.1.1 axiomatisch festgelegt, welche Ei-
genschaften ein Integral hat und einige Folgerungen aus den Axiomen gezogen.
Es ist aber noch unklar, ob es {iberhaupt ein Integral fiir Regelfunktionen gibt
und, falls ja, ob es eindeutig bestimmt ist.

Wir zeigen zuéchst, dafl das Integral auf den Treppenfunktionen exisitiert und
eindeutig erklért ist.

Bemerkung. Bei der Berechnung des Integral von Treppenfunktionen hilft die
folgende Verschirfung der Eichungsvorschrift:

Lemma 3.1.6 (Eichung des Integrals)
Es sei f € R([a,b]) und f|(a,b) = ¢ konstant. Dann gilt

[ f=clb-a)

[a,b]
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Beweis. Man fixiere ein xy € (a,b). Die Stammfunktion
T
F:x»—>/ f(t)dt fir x € [a,b)].
o

ist Lipschitz-stetig. Also gilt
F(at) = l;lrgF(a;) = 1;&1 :0 f(t)dt = lmigllc(xo —x)
=c(zg —a)
Analog folgt F'(b™) = ¢ (b — zp).

Subtrahiert man diese beiden Gleichungen, so erhdlt man

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a) = F(b™) - F(a*)
=c(b—x9) —c(xg—a)=c(b—a).

Bemerkung. Wir folgern aus den Axiomen 3.1.1 fiir das Integral eine Formel
(%) fiir das Integral einer Treppenfunktion und zeigen anschliefiend, dafl das
Integral durch diese Formel wohldefiniert und damit eindeutig bestimmt ist.

Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall, mit Teilpunkten a = 29 < 21 < ...z, = b,
und ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion, die auf den Teilintervallen (xp_1, k)
konstant ist:

t(rg—1,28) = ¢ furk=1,...,n.
Nach Korollar 3.1.6 mufl dann gelten:

[ t=cr(zp — xp1).
[Tr—1,%k]

Aus der Intervall-Additivitdt des Integrals folgt dann

/t = kzn: / t = kzn:lck(a:k—xk_l) (%).

[a,b] a1

Bemerkung. Die Darstellung einer Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R durch An-
gabe von Teilpunkten a = xp < 21 < --- < 2, = b und der Werte

fl(zp—1,28) = cx fir k=1,...,n,

t(zy) fir k=0,...,n
ist nicht eindeutig. Man kann z. B. das Intervall durch weitere Teilpunkte un-
terteilen und erhélt eine andere Darstellung der Treppenfunkton ¢.

Wir wollen zeigen, dafl sich das Ergebnis der Formel (x) von der Darstellung
der Treppenfunktion unabhéngig ist. D.h. das Integral ist durch die Formel (x)
wohldefiniert.
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Bezeichnung 3.1.7 (Zerlegungssumme)

Es sei t : [a,b] — R eine Treppenfunktion. Wir nennen eine Menge Z von
Punkten ¢ = 29 < 1 < --- < z, = b eine fiir t zulédssige Zerlegung des
Intervalls [a, b], wenn

t(rg—1,28) =cp firk=1,...,n

konstant ist und bezeichnen das Ergebnis der Formel (%) mit

n

I(Z)=1(Z,1) ::ch(xk—xk,l) (xx).

k=1

I(Z) = 1(Z,t) heiit die Zerlegungssume von t zur Zerlegung Z.

Bemerkung. Wir zeigen schreiben spiter [ ¢ statt I(Z).
[a,]

Lemma 3.1.8 Esseit: [a,b] — eine Treppenfunktion. Fir alle firt zuldssigen
Zerlegungen Z und Z geben die Zerlegungssummen das gleiche Ergebnis:

1(2) = 1(2).

Bemerkung. Wenn Z und Z zuldssige Zerlegungungen sind, so bilde man die
Zerlegung Z U Z, die gerade aus allen Teilpunkten von Z und den Teilpunkten
von Z besteht, und zeige

1(Z2)=1(ZUZ)=I(2).

Die Zerlegung Z U Z entsteht aus Z, indem man nacheinander die Teilpunkte
aus Z \ Z zu Z hinzufiigt.

Es reicht also zu zeigen, dafl beim Hinzufiigen eines weiteren Teilpunktes sich
das Ergebnis der Formel (xx) nicht &ndert.

Dann folgt induktiv I(Z) = I(Z U Z) und analog I(Z) = I(Z U Z).

Beweis. Es reicht zu zeigen, daB sich die Zerlegungsumme beim Hinzufiigen eines
weiteren Teilpunktes nicht dndert.

Essei Z ={a =y < x1 <+ < x, = b} eine fiir t zulassige Zerlegungen von
[a, b] mit

t\(mk_l, :Ck) = C.

Zu einem z* € [a,b] mit z* & Z bilde man Z* := Z U {z*}.
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Es gibt ein [ € {1,...,n}, so daB z;_1 < * < z; ist. Dann folgt

I(Z) =" en(zr — 1)

k=1
-1
= cr(xy — zi—1) +(z™ —x—1) + ¢z — =)
k=1
n
+ ck(xk—xk,l) ZI(Z*)
k=Il+1

Definition 3.1.9 (Integral von Treppenfunktionen)

Es sei I C R ein kompaktes Intervall. Das Integral einer Treppenfunktion
t: I — R definiert man als Zerlegungssumme zu einer zulissigen Zerlegung Z
von I (vgl. Bezeichnung 3.1.7):

Jt:=1(Z,1).
I

Satz 3.1.10 (Eigenschaften des Integrals)
Das Integral von Treppenfunktionen erfilt die Regeln

Intervall-Additivitét,
Monotonie,

Eichung,

die in den Axiomen 3.1.1 fiir ein Integral gefordert werden. Es ist durch diese
Eigenschaften eindeutig bestimmd.

Beweis.

Intervalladditivitat: Es seien a, b, c€ I mita < b < cund t: [a,c] — R eine
Regelfunktion. Man wahle eine fiir ¢ zuldssige Zerlegung Z von [a,c|, die
den Punkt b enthilt. Dann ist Z; = Z N [a, b] eine zulédssige Zerlegung von
[a,b] und Zy = Z N [b, c] eine zuldssige Zerlegung von [b, ¢]. Aus der Formel
3.1.7(xx) folgt

[t+ [t=I1(Z1,t)+1(Zs,t) =1(Z,t) = [ t.
[a,b] [b,c] la,]

Monotonie: Zwei Treppenfunktionen haben eine gemeinsame zuldssige Zerlegung

des Intervalls. Die entsprechenden Zerlegungssummen haben die Monotonie-
Eigenschaft.
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Eichung: Klar nach Definition.
Eindeutigkeit: Folgt aus der Formel 3.1.7 (%) fiir I(Z, ).

Feststellung 3.1.11 (Linearitéit des Integrals)
Das Integral von Treppenfunktionen ist linear:

Fiir Treppenfunktionen t1, to: I — R und A\, u € R gilt

J Mt +pta) =X [t + p [ to.
1 1 1

Beweis. Zu zwei Treppenfunktionen t1,to auf | gibt es eine gemeinsame zul3ssige
Zerlegung des komapkten Intervalls 7. Aus der Formel 3.1.7(xx) folgt

I(Z, Aty + MtQ) = )\I(Z,tl) + ,u,I(Z, tg).
Folglich gilt:

SNt 4+ pta) =X [t1 + pfto.
T T T

Bemerkung. Aus der Abschétzung
—[ltll <t < It

der Monotonie und der Eichung des Integrals erhilt man die Abschitzung des
Integrals durch die Norm des Integranden:

Feststellung 3.1.12 (Beschrinktheit des Integrals)

Es seia,b] C R ein kompaktes Intervall. Fir das Integral einer Treppenfunktion
t:[a,b] — R gilt:

|Jrt] < (b= a) Il

Bemerkung. Aus der Normabschitzung des Integrals und der Linearitdt des
Integrals erhélt man fiir die Differenz der Integrale zwei Treppenfunktionen die
folgende Abschétzung

Korollar 3.1.13 (Beschrinktheit des Integrals)
Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fir das Integral zweier Treppenfunk-
tionen t1, to : [a,b] — R gilt:
[t [ B <o-a)ln bl
[a,b] [a,0]

Bemerkung. Diese Ungleichung hat die Form einer Lipschitz-Bedingung und
wird genau so benutzt, um die Konvergenz von Integralen zu zeigen.
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3.1.3 Integral von Regelfunktionen

Feststellung 3.1.14 Es seien I ein kompaktes Intervall und f € R(I). Fiir
jede Folge (t)n von Treppenfunktionen auf I, die gleichmdfig auf I gegen f
konvergiert, existiert der Grenzwert

lim f[

n—oo

Dieser Grenzwert hingt nicht von der Wahl der approzimierenden Folge ab.

Beweis. Da die Folge (t,,), gleichmaBig auf I gegen f konvergiert, gilt das Cauchy-
Kriterium 2.8.11

Ve>03ng e NVn,m =ng : ||fu— [l <&

Nach Korollar 3.1.13 gilt

‘ftn— ftm‘ b—a)|tn —tml.
[a,b] [a,b]

Also ist auch die Folge ( [t ) der Integrale eine Cauchyfolge und somit konver-
[a,b]
gent.

Nach dem ReiBverschluBprinzip konvergiert fiir jede andere Folge (%), von Trep-

penfunktionen, die gleichmaBig gegen f konvergiert, die Folge ( S fn)n der Inte-
[a,b]
grale gegen den gleichen Grenzwert.

Bemerkung. Nach Satz 2.8.17 gibt es zu jeder Regelfunktion f auf einem
kompakten Intervall eine Folge (), von Treppenfunktionen, die gleichmifig
gegen f konvergiert.

Nach Feststellung 3.1.14 konvergiert die Folge ( [ ¢,)n der Integrale gegen einen

[a,b]
Grenzwert, der unabhéngig von der gewihlten Folge von Treppenfunktionen ist.

Wir definieren diesen Grenzwert als Integral von f:

Definition 3.1.15 (Integral fiir Regelfunktionen)

Es sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion. Man erklirt das Integral von f als
Grenzwert der Integrale einer Folge (t,), von Treppenfunktionen, die auf [a,b)
gleichmdflig gegen f konvergiert:

[ f:=lm [ ¢,.

[a,b]

Satz 3.1.16 (Eigenschaften des Regel-Integrals)
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1. Das Integral 3.1.15 erfillt die Axiome 3.1.1

Intervall-Additivitét,
Monotonie,
Eichung.

Es ist durch diese Azxiome eindeutig bestimmit.

2. Das Integral ist linear: Fir Regelfunktionen f, g auf einem kompakten
Intervall I und A\, p € R gilt

JOf+ug)=X[f + nfg
I I I

3. Das Integral ist beschrdnkt: Fir eine Regelfunktion f auf einem kom-
pakten Intervall gilt:

\[f\ < (b—a)llf]-

Beweis.

1. Inervall-Additivitat: ibertrdgt sich von den Treppenfunktionen (vgl. Satz
3.1.10) unmittelbar auf die Grenzwerte.

Monotonie: Es seien f, g Regelfunktionen auf [a,b] und es gelte f < g.
Nach Korollar 2.8.20 gibt es eine monoton wachsende Folge (sy,),, die
gleichmiBig gegen f konvergiert und eine monoton fallende Folge (t,,)n
von Treppenfunktionen, die gleichmaBig gegen g konvergiert.

Dann ist s, < f < g < t,, und folglich

Jf=lim [s<=lm [t,= [g

[a,b] 0] 0] [a,b]

Eichung: Die Eichung gilt fiir Treppenfunktionen.

Eindeutigkeit: Es gibt eine monoton wachsende Folge (s, ), und eine mono-
ton fallende Folge (¢,,), von Treppenfunktionen, die gleichmaBig gegen
f konvergieren. Aus der Monotonie des Integrals folgt nun die Eindeu-
tigkeit.

2. Die Linearitat des Integrals von Treppenfunktionen iibertragt sich unmittelbar
auf die Grenzwerte (vgl. 3.1.11)

3. Die Beschrédnktheit des Integrals von Treppenfunktionen iibertragt sich un-
mittelbar auf die Grenzwerte. (vgl. 3.1.12)

Korollar 3.1.17 (Beschrinktheit des Integrals)
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1. Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fir das Integral zweier Regel-
funktionen f, g € R([a,b]) gilt:

| [ 1= T g <@-alr-gl

[a,b] [a,b]

2. Konvergiert eine Funktionenfolge (fn)n in R([a,b]) gleichmdfig auf [a, b]
gegen f, dann ist f € R([a,b]) und es gilt

=17 hmfn—nhm ffn

[a,b] [a,b] [a,b

Bemerkung 3.1.18 (Endlich viele Punkte)

1. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R, die nur in endlich vielen Punkten einen Wert
ungleich Null hat, ist eine Treppenfunktion mit [ ¢ = 0.

[a,b]
2. Es sei f € R([a,b]). Andert man f in endlich vielen Punkten beliebig ab, so
dndert sich der Wert des Integrals nicht:

[(F+e) [ f

[a,b] [a,b]

Bemerkung. Unter einer Tranlation versteht man die Abbildung
Ro>zr—2x+c,

wobel ¢ € R eine Konstante ist.

An der Eichungsformel 3.1.6 sieht man, dafl das Integral einer Treppenfunktion
invariant unter Tranlationen ist. Dies {ibertragt sich dann auf Regelfunktionen:

Bemerkung 3.1.19 (Translationsinvarianz)

Das Integral ist translationsinvariant. Fiir f € R([a,b]) und c € R gilt:

b b+c
/ flx)dx = f(x—c)dx
a a+

C

Bemerkung. Eine affine Funktion hat die Form
R 3 x +— cz + dmit Konstanten c,d € R.

Die folgende Transformationsformel ist ein Spezialfall der Substitutionsfor-
mel 3.1.47 fiir Integrale.

144



Lemma 3.1.20 (Affine Transformationen)

Gegeben sei eine affine Funktion g : © — cx + d, x € R mit Konstanten c,
deR, c#0, ein kompaktes Intervall I und J = g(I). Fir f € R(J) gilt:

[ f=lel [fog.
g(I) I

Man beachte, dafS auf der rechten Seite der Betrag von c steht. Ist I = |a,b] so
lautet die Formel in Differential-Schreibweise:

g(b) b
dy = z)) - cdx.
/g O / f(g())

Beweis. Es reicht die Transformationsformel fiir Treppenfunktionen zu zeigen.
Durch Grenzwertbildung folgt sie dann fiir Regelfunktionen.

Wegen der Intervall-Additivitdt des Integrals reicht es, die Formel fiir konstante
Funktionen f = K zu zeigen.

Es sei I = [a,b].
Wir betrachten zundchst den Fall ¢ > 0. Dann ist g(a) < ¢g(b) und es gilt

J f=K(g®)—gla)) =Kc(b—a)=c [ foy

g(I) [a,b]

Im Falle ¢ < 0 ist g(a) > g(b) und es gilt

J f=EK(g(a)—g(b) = Ke(a—b)=—c [ fog.

g(I) [a,b]

3.1.4 Integration stetiger Funktionen

Bemerkung. Wir bringen hier nur ganz wenige Beispiele von Integralen ele-
mentarer Funktionen. Leichter berechnet man diese Integrale spater mit den
folgenden Hilfmitteln:

e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
e Partielle Integration 3.1.34
e Substitution 3.1.47

e Integration der Umkehrfunktion 3.1.37

Beispiele 3.1.21

T .’L'2
/ £dé = fiir z € R.
0 2
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Bemerkung. Die zu berechnende Fléche ist ein gleichschenkliges, rechtwinkli-
ges Dreieck mit Katheten der Lénge |z|. Aus der Geometrie weifl man, daff die
Dreiecksfléche % ist.

Beweis. Wihle die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, z] in n Teile, (n € N):

T kx
Z={0=xp<r1=—<..0p=— < - <z =1}
n n

und approximiere die Funktion f(§) = & durch die Treppenfunktion

T . k—1)x T
e {5 firge (B0 0
0 firé=0.
Die Folge (t,)n konvergiert gleichmaBig gegen f und somit gilt:
* “krxax 2?2 nn+1 z? r
J A G S A LI
0 1 n n n 0

Bemerkung. Fiir eine stetige Funktion kann man leicht approximierende Trep-
penfunktionen angeben:

Bezeichnung 3.1.22
Es sei f : [a,b] — R stetig. Zu einer Zerlegung des Intervalls [a, b]

Z={a=xy<x1 <--- <z =">}
und einer Menge = von Stiitzstellen
E={&,. .., &} mit &, € [z, ] fir e =1,... k,
bildet man die Treppenfunktion

PO, f(&) fir z € (x,0-1,2,5), (e =1,...,k),
(£,22) - flz,) firz=x,, (x=0,...,k).

Bezeichnung 3.1.23 (Feinheit einer Zerlegung)

Wenn Z = {a = 29 < -+- < z = b} eine Zerlegung ist, so heifit heifit das
Maximum der Léngen der Teilintervalle [x,,_1,x,/] die Feinheit der Zerlegung.
Die Feinheit wird mit

bezeichnet.
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Bemerkung. Wenn Z = {a = 29 < 21 < -+ < x = b} eine Zerlegung ist,
so nennen wir eine Menge von Stiitzstellen = = {;,..., &} zuldssig, wenn
Ese € [Ty, 5] fiir 50 =1,..., k ist.

Satz 3.1.24 (Approximierende Treppenunktion)

Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so dafs fiir
jede Zerlegung Z von |a,b] der Feinheit

d(Z) < é

und jede zulissige Wahl von Stiitzstellen = der Abstand von f zu der Treppen-
Junktion ty 7 =) kleiner als & ist:

If —tzzll<e

Beweis. Nach Satz 2.6.9 ist f gleichmaBig stetig:
Ve>0360>0Ve,y€la,b] : |z—y|<d=|f(z)— fly)] <e.

Fiir eine Zerlegung Z mit d(Z) < 0 und jede zuldssige Menge von Stiitzpunkten
gilt dann

f(@) = tzz) (@) = { (\)f(x) — f(&)] E: i i(xx:_(l;;x;)o,(% ’:k)l, k),

und somit

If —tzzll<e

Bezeichnung 3.1.25 Es sei f : [a,b] — R eine Funktion. Zu einer Zerlegung
des Intervalls [a, b]

Z={a=x9y<x <--- <z, =D}
und einer Menge = von zulédssigen Stiitzstellen
E={&,. .., &} mit &, € [x,q, ] fir e =1,... k,

bildet man die Riemansche Summe:

S(f.2,2,) = S(Z.Z) =) f(&2) (s = @)
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Bemerkung. Eine Riemannsche Summe ist eine endliche Summe, zu deren
Berechnung man nur endlich viele Funktionswerte des Integranden brauch.

Satz 3.1.26 (Konvergenz der Riemann-Summen)

Es sei f : [a,b] — R stetig.. Fiir jede Folge (Z,,)n von Zerlegungen des Intervalls
[a,b], deren Feinheit gegen Null strebt:

d(Z,) — 0,

und jede zulissige Wahl von Stitzpunkten =, (n € N), konvergieren die Rie-
manschen Summen: gegen das Integral von f:

lim S(f,Zn,Zn)= [ f
n—o0 [a,b]

Beispiele 3.1.27 1. Man wihle die dquidistante Zerlegung des Intervalls
[0, z] in n Teile:

T
Z={0=axp<xr1=—<..0p = — <---<xp =1}
n n

und zeige

2. Man wihle die Einteilung von [1, z] mit geometrischer Progression ¢ :=
T\L/;:
l=¢"<qg<@P<---<¢"=z

und zeige
T L 3
| ede=6-1).
1 3

3. Mit Hilfe der obigen Einteilung mit geometrischer Progression zeige man
1 1
—dé=1——.
L

Beweis. 1. Wihlt man die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, z] in n Teile,
n € N, und &, = x so lauten die Riemann-Summen:

" kz\2z 2’ B an+1)2n+1) 23
S (L) amwF= e




1

2. W3hlt man eine Einteilung von [1,z] mit geometrischer Progression ¢ := xn

so erhdlt man die Teil- und Stiitzpunkte
l=¢"<q¢< @< <qg"=z

und die Riemann-Summen

n—1 n—l{ q3n_1
D@ =) =a-)) ¢"="5—-1)
k=0 k=0 q
g—1 3 1 3 L 3
= —1) = — 1) - (@@ -1
G @) = e (P ) = @ )

3. Fiir die Teil- und Stiitzpunkte
l1=¢"<g<@<-<q¢"=x

erhalt man die Riemann-Summen

5@ =) =91 -2)>
k=0q2k qk:qu
1. 1- &

3.1.5 Logarithmus als Stammfunktion

Bemerkung. Wir untersuchen die Stammfunktion
(0,00) 3 x A / ¢ tade.
1

und zeigen, daf§ L(x) = logx der natiirliche Logarithmus ist.

Die Bezeichnung L verwenden wir nur im Beweis des folgenden Satzes.

Zur Identifizierung L = log benéttigen wir eine Charakterisierung der Exponen-

tialfunktion.

Bemerkung 3.1.28 (Funktionalgleichung)
Es sei E: R — (0,00) stetig und es gelte

E(s+t)=E(s)- E(t) firs,teR.

und E(1) = e. Dann gilt E(x) = €” fiir z € R.
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Beweis. Induktiv folgt
E(n) =¢€" firneN.
Weiterhin folgt aus der Funktionalgleichung
E0)=1 und E(—n)=e " firneN.
Aus der Eindeutigkeit der n-ten Wurzel folgt
E(®)=¢n firmeZundneN.

n

Da E stetig ist, folgt mit 2.4.17, daB E(t) = ¢! fiir t € R.

Satz 3.1.29 (Logarithmus) Es gilt

J

Das Integral (der Logarithmus) hat die folgenden Eigenschaften:

1. logl =0 und x — logx ist streng monoton wachsend.

2. log(zy) = logx + logy

3 =L clogr<ax—1fir0<z<oo,z#l
4. loge=1

5 xh_}n(}olog:c—oo und hn%logx— —00.

6. Die Umkehrfunktion zu x +— logx ist die Exponentialfunktion R > t — et.

Beweis. Wir bezeichnen das Integral mit L(z fl £tde.

1. esist L(1) = 0. Da der Integrand streng positiv ist, ist L streng monoton
wachsend.

2. Nach der Transformationsformel 3.1.20 gilt mit der affinen Transformation
g:§&—n=ux, (x>0):

e /1 (o) tad = [Tt = 1)

Hiermit folgt:
ldn
_1dn+/ n_ldn
1

— L(z) + L(y).

—
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3. Firxz > 1 gilt
L(:L’):/ §_1d§</ 1dé =z —1.
1 1
Fir 0 <z <1 gilt
1 1
—L(x)—/ §_1d§>/ 1dé =1—x.

Also gilt L(z) <z —1fir0 <z < oo, x # 1.
Dann folgt

4. Da die Stammfunktion L stetig ist, folgt aus (3.)

1 (1+4)-1 1 1
= <nL(l+-)<n((14+=)=1)=
14+ 1L n 1+% ”(an) ”((+n) )

n

Also ist L(e) = lim L((1+ 2)") = lim (nL(1+ 1)) =1.

n—o0 n—o0

5. Da L monoton wachsend ist, gilt L(2) > L(1) = 0 und

lim L(z) = lim L(2") lim nL(2) = cc.

r—00 n—oo n—oo

und analog linbL(a;) = lim L(3") = —cc.

also ist das Bild L((0,00)) = R.

6. Es gibt die stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion £ : R —
(0,00) von L.

Aus (4.) folgt E(1) = e und aus (2.) folgt
E(s+t)=E(s)- E(t) furs,teR.
Also gilt nach Bemerkung 3.1.28 E(t) = et fiir t € R und somit nach Defi-
nition 2.5.21 L(z) = log z fir x € (0, 00).
3.1.6 Riemannsche Summen von Regelfunktionen

Bemerkung. Die Riemannschen Summen S(f, Z, Z) approximieren auch das
Integral einer Regelfunktion f.

Die Riemannschen Summen von Regelfunktionen werden vorwiegend dazu ver-
wendet, gewisse Figenschaften endlicher Summen auf Integrale zu iibertragen.
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Lemma 3.1.30 Es sei t : [a,b] — R eine Treppenfunktion. Dann gibt es zu
jedem € >0 ein 6 > 0, so dafs fiir jede Zerlegung

Z={a=x9<--- <z =0}
von [a,b] der Feinheit
d(Z) < ¢
und jede Wahl von Stiitzstellen
E={&, ..., &}t mit &, € [T—1,m] firx=1,...k,

die Riemannsche Summe S(t,Z,Z) das Integral mit einem Fehler, der kleiner
als eist, approximiert:

| S(t,Z2,2) — [t]|<e.
[a,b]

Beweis. Zu der Treppenfunktion t # 0 gibt es eine Zerlegung
ZFr={a=2z;<--- <z =b},
so daB t|(23_1,2%) = c) konstant ist. Man setze
B €
A+ D
Es sei nun
Z={a=x9<--- <z =0}

eine Zerlegung. Durch Induktion iiber die Anzahl [ der Teilpunkte zeigt man: Es gibt
hochstens 2(1 + 1) abgeschlossene Teilintervalle [z,._1, x|, die einen der Punkte
2y enthalten. Es sei

M = {% ‘ € {17...7145}, 3 Z;i S [x%—lam%]}-
und

N:={1,...,k}\ N.

Wenn die Feinheit d(Z) < ¢, dann folgt fiir jede zuldssige Wahl von Stiitzstellen

E=A{&, .. &)

St,z,2)— [t

[at]

- Z < 5% L™ x%—l) - f t )
weM [Tc—1,25]

-+ Z( g;r Lye— x%—l) - f t)
»eN [Tc—1,25]

- Z < E% x%_x%—l) - f t )

wEM [T2e—1,25]
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Man beachte, daB die Summanden fiir s« € N verschwinden, da f|[x%_1,x%} kon-
stant ist. Folglich gilt

|S(t,2,2) — [t| < 20+1)2[t|s=e.
[a.b]

Satz 3.1.31 (Aproximation durch Riemann-Summen) Es sei f € R([a,b]).
Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so daf8 fiir jede Zerlequng

Z={a=x9<--- <z =b}
von [a,b] der Feinheit
d(Z) <
und jede Wahl von Stiitzstellen
E={&,....&} mit & €[, x] firx=1,...,k,

die Riemannsche Summe S(t,Z,Z) das Integral mit einem Fehler, der kleiner
als ist, approrimiert:

| S(£,2,5) — [ f]<e.

[a,b]

Beweis. Zu der Regelfunktion f € R([a, b]) gibt es eine Treppenfunktion ¢, so daB
auf [a, b] gilt:

€
(b—a)

Zu t gibt es nach Lemma 3.1.30 ein 6 > 0, so daB fiir jede Zerlegung Z der Feinheit
d(Z) < 0 und jede zuldssige Wahl von Stiitzstellen = stets

If =t <

| S(t,Z2,2) — [t]<e.
[a,0]

ist. Dann folgt
[a,b]

+|St 2,2 — [t|+]| [{t—f)|<3e
[a,b] [a,b]
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Korollar 3.1.32 (Konvergenz der Riemann-Summen) Es sei f € R([a,b]).
Fiir jede Folge (Z,)n von Zerlegungen des Intervalls [a,b], deren Feinheit gegen
Null strebt:

d(Z,) — 0,

und jede zuldssige Wahl von Stitzpunkten =, (n € N), konvergieren die Rie-
mannschen Summen gegen das Integral von f:

lim S(f,Zn,Zn)= [ f
n—o0 [a,b]

Bemerkung Dagegen approximieren die entsprechenden Treppenfunktionen
t(f,7n,20) (Def. 3.1.22) im allgemeinen die Funktion f nicht gleichméfig. In der
Li-Norm gilt aber:

lim [|f — tolli = lim [ |f — to] = 0.
n—oo TL—’OO[ayb}

Konvergenz in der Li-Norm untersuchen wir in Analysis III.

3.1.7 Partielle Integration

Bezeichnung 3.1.33 (Differenz der Randwerte)

Fiir zwei Funktionen F'; G : [a,b] — R bezeichne

FG|' = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Satz 3.1.34 (Partielle Integration)
Gegeben seien f, g € R([a,b]) und Stammfunktionen F von f und G von g.
Dann gilt

[ Fg=FG|'- | fa
[a,b] [a,b]

Bemerkung. Die Formel der partiellen Integration gilt fiir beliebige, fest gewéhl-
te Stammfunktionen F' von f und G von g (vgl. Definition 3.1.4).

Bemerkung.

1. Esreicht, die partielle Integration fiir Treppenfunktionen zu zeigen. Durch
Grenzwertbildung folgt sie dann fiir Regelfunktionen.
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2. Es sei f eine Treppenfunktion mit Stammfunktion F' und g eine Treppen-
funktion mit Stammfunktion G.

Nach Bemerkung 3.1.18 kann man die Treppenfunktionen f und g in den
Sprungstellen abidndern, ohne die Stammfunktionen und die Werte der

Integrale
/ Fg und / gF

[a,b] [a,b]

zu andern.

Wir konnen fiir den Beweis also ohne Einschrinkung annehmen, dafi f
rechtsseitig und g linksseitig stetig ist.

Beweis. Es sei f eine Treppenfunktion mit Stammfunktion F' und g eine Trep-
penfunktion mit Stammfunktion G.

Nach der Vorbemerkung kdnnen wir ohne Einschrankung annehmen, daB f rechts-
seitig und g linksseitig stetig ist.

Die Integrale f[a b] Fgund f[a b] fG approximiert man durch Riemannscher Summen
zu Zerlegungen

Z={a=x9<--- <z =0}

deren Feinheit d(Z) hinreichend klein ist (vgl. Satz 3.1.31).
Man kann die Zerlegungspunkte zugleich als Stiitzpunkte wahlen.
Zu € > 0 gibt es eine § > 0, so daB aus d(Z) < ¢ stets folgt:
| J Fg—Y5, Fe.)9(e) (@ — z1)| < &
[a,b]
}[ [ 1G =3 F(@0m1)Gl@smt) (w0 — wse1)| < &

a,b]

Man kann ohne Einschrankung solche Zerlegungen Z wahlen, auf deren offenenen
Teilintervallen f|(2,.—1,,.) und g|(x,.—1,x,.) konstant sind, anderenfalls fiige man
die Sprungstellen von f und g als weitere Zerlegungspunkte hinzu.

Da f rechtsseitig und g linksseitig stetig ist, folgt:
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Fiir eine solche Zerlegung folgt durch partielle Summation:

k

Z F(250)9(2) (X3 — T30-1) Z F(z:)( — G(T5-1))

! k k—1

=) F(z. =Y F(2541)Gl25)

1 =0

k—1

= F(xx)G(w) — F(20)G(z0) + Y (F(5) = F(w:041))G ()
2c=0

k
=FG| =Y (F(2,) = F(2:-1))G(250-1)
=1

k
=FG| =Y f1)G(@s1) (25— Tsu1)
=1

Alsoist [ Fg=FG|'— [ fG.
[a,b] [a,b]

Beispiele 3.1.35 (Integral der Potenzfunktion =)

Wir berechnen induktiv die Stammfunktionen zu den Potenzen z™:

T n+1
/ ende = *
0 n

fiir n € Ny.

Beweis.

/Ildfzx.
et [Cetadg—ettefy - [T necas

Daraus folgt

(n + 2) /Ox €n+1 d§ _ xn+2

Bezeichnung. Eine Funktion F' heifit unbestimmtes Integral einer Funktion
f, wenn fiir alle zg, z1 im Definitionsbereich von F' und f gilt:

| f@)de = Py - P

Solche unbestimmten Integrale sind nur bis auf eine additive Konstante be-
stimmt. Man schreibt abkiirzend

/f(x)daz:F(x)JrC'.
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Es gilt also fiir ein unbestimmtes Integral F' von f:
F(a) = Flao) + [ £©)d(©)
o

Offensichtlich gilt die Formel der partiellen Integration fiir alle unbestimmten
Integrale F' von f und G von g:

[ Fg+ [ fa=ral
[a,b] [a,b]

Beispiel.
-n 1 —n—+1 .
r "dr=———2x firn=2,3....
—n+1

Beweis.
| 1
Vgl. Bsp. 3.1.27(3.) / —dé=1——.
1 X Xz
/‘CE gf(ﬂri’l) d¢ = /x g*n+1€72 d¢
1 1
— e [ nen et
Daraus folgt

) /1’ ‘f_(n-i-l) d§ —1— l’n+2.
0

Beispiele 3.1.36 [|"log{d¢ = zlogz — .

/1og§-1d§_1og(§)§}f—/ %-fdf—xlogx‘—(:p—l).
1 1

3.1.8 Integral der Umkehrfunktion

Bemerkung. Man veranschauliche die Aussage des folgenden Satzes und auch
den Beweis mit einer Zeichnung.
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Satz 3.1.37 (Integral der Umkehrfunktion)

1. Es sei [ : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend mit Umkehrfunktion
g:[f(a), f(b)] — la,b]. Dann gilt

b f(b)
/ f(x)de + / o(y) dy = b (b) — af (a).
a f(a)

2. Wenn f streng monoton fallend ist gilt die obige Formel fiir die Umkehrfunk-
tion g : [f(b), f(a)]:

[ f= ] g=0bf(b)—af(a).
SO FONIO)

Beweis. 1: f streng monoton wachsend: Es seien Z = {a = 29 < 1 ...x} = b},
Yse := f(x5), (3 =1,...,k). Man erhilt eine Einteilung Z* = {f(a) = yo < 11 <
-+ < yr = f(b)} des Bildes. Man addiere die Riemannschen Summen von f und

g:

k k
S F@ae) @ — Toe1) + > 9 Wi — Yse1)
=1 =1
k k
= @) (@ = T1) + Y 2o f(5) = f(230-1))
=1 =1

k
= Z (@525 — f(Toem1)T51
»x=1
= f(@r)xr — f(z0)zo0 = bf(b) — af(a).

Fiir eine Folge Z,, von Einteilung von [a, b], deren Feinheit d(Z,) — 0, konvergiert
auch die Feinheit der Bildeinteilung d(Z;) — 0. So folgt die Formel fiir die Integrale.

2: f streng monoton fallend: Es seien Z = {a = xp < x1 ... 2 = b}, yse := f(2,0),
(. =1,...,k). Man erhilt eine Einteilung Z* = {f(b) = yp < yp_1 < -+ < yo =
f(a)} von [f(b), f(a)]. Man subtrahiere die Riemannschen Summen von f und g¢:

k k—1
Zf(xxfl)($% — Ty 1) — Z I(Wk—s¢) (Yr—sc — yk—(%—l))

k k
=Y f@e )@ = T 1) + Y 9(Y5) (U — Y1)
=1 =1

k k
= F @) @oe = T1) + Y o f(50) = f(@21))
=1 =1
k
= Z f(.%‘%)flf% f(.’E%_l)«T;g—l
=1



Also gilt die behauptete Gleichung (2.).

y
Beispiele 3.1.38 Fiir n € N gilt: / tw dt = Pl yl+%.
0

Beweis. Fiir 0 < x und y = 2" gilt
T v o
| s [T an =y
0 0

1 3:”+1+/y77%d77—x"+1
n+1 0

und somit

Da z = y% ist, folgt

Ubung.

2
2% usw.

1. Nun folgt induktiv [ ttatn dt = T

Und schlieBlich [ ¢"dt = 52"t fir 1 <r € Q.

2. Man folgere aus (1.), da§ [ t"dt = A52" ! fir 0<r < 1,7 € Q.

it
3. Man folgere aus [ 2dx = —z1, daB

ly %dn o —1).

D.h. faf% =227,
4. [a"de = o™t fir r € Q\ {—1}.

5. [atde = gz fira e R\ {-1}.

Satz 3.1.39 (Integral der Exponentialfunktion)

Firy € R gilt
y
/ etdt =e¥ — &
0
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Bemerkung. Die Exponentialfunktion y +— €Y ist ein unbestimmtes Integral
von sich selbst. Man schreibt abkiirzend:

/exda::ex—i-C'.

Beweis. Fir 1 < z und y = log x gilt

y
xlogx — (ac—l)—i—/ el dt
0

T logz
:/ 10g§d£—|—/ el dt
1 log1

=zlogr —1llogl ==xzlogzx

Also folgt [/ e'dt =x—1=e¥ —1.
Im Fall 0 < z < 1 gilt eine analoge Rechnung fiir [z, 1]:

0
—zlogx — (1—x)+/ el dt
y

1 0
—/ log§d§+/ el dt
T log x

=1llogl —zlogz = —zlogz.

Beispiele 3.1.40 (Approximation der Exp.-Funktion)
Durch partielle Integration erhalt man

X
/ e dgy =e® —1,

0

z r&
/ / 0 dégde =e* —1—x
0 0

T &2 &1 $2
/ / / 0 o dey déy — ¢ —1—a— L,
0 0 0 2

€ fn 51 n k
13 __ N
/0/0 /0 0 deoder ... dé, = e Zk!.

k=0
Da €% < max{1,e®} folgt (vgl. 2.1.13)

"ok | |n+1
x
kog‘ < max{l,e }(n—|— o]

n—oo
0
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3.1.9 Mittelwertsatz der Integralrechnung
Feststellung 3.1.41 FEs seien f,g € R([a,b]) und g 2= 0. Mit den Griflen

m:= inf f(z), M = sup f(z)
z€la,b] x€(a,b]

gilt

m [g< [fg<M [g.
[a,b] [a,b] [a,b]

Bemerkung. Aus dem Zwischenwertsatz 2.5.14 folgt nun:

Satz 3.1.42 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Es seien fla,b] — R stetig, g € R([a,b]) und g > 0. Dann gibt es eine xo € [a, b],
so dafs

f(xo) [ 9= [ fyg

[a,b] [a,b]

Bezeichnung. Fiir f, g € R(I) und feste zg,x; € I bilde man die iterierten
Stammfunktionen:

f(_l) =F:z— ffo J(&) d¢,

f(fnfl) LT fzxo f(_n)(f) d¢  fir n € N.
g(_l) =G:xz~— f;cl g(ﬁ) dg,

gD a2 M) dg firm e N

Feststellung 3.1.43 (n-fache partielle Integration)
Es seien I C R, f,g € R(I). Dann gilt fir a,b € I und n € N:

b
/ FE () g(6) de

n—

—_

b
(1m0 o ) 9 de.

k=0

Beweis. Klar.
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Mit G 1= g~ folg: / £ () g(¢) de

/f<" ) de

[Z(_l)kf(—n—l-k)G(—k—l)

oo 0

— ( ) f( (n+1)+k) ( k— 1)

—(n+1))

_ f( (n+1)) b

a

a

n+1 / f (=(n+1)) (€)d§

Bemerkung. Formuliert man die folgende Feststellung mit Ableitungen statt
mit Stammfunktionen, so heifit dies Resultat Taylorformel mit Restglied
und ist einer der wichtigsten Satze der Analysis:

Feststellung 3.1.44 (n-te Stammfunktion)

Es seien I C R ein Intervall, f € R(I) und a € I. Fiir eine n-ten Stammfunk-
tion fC™ von f und x € T gilt:

k T T — n—1
_n) Zf n+k: k) _|_/a f({)((n _é)l)' d§

Ist f stetig, so gibt es ein & zwischen a und x, so daf

n—1 n
Fo() = 3 for@ T ey B8

k!
k=0

(vgl. Mittelwertsatz der Integralrechnung 3.1.42)

Beweis. Setzt man in Feststellung 3.1.43 ¢ = 1 und z; = b so erhdlt man die
Stammfunktionen

o) = (-1 L
Also folgt
FE () —/bf M) - 1de
= % 11k a pp1 (b —a)F !
== L V) (U S
n—1
- / RSSO ke
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Verschiebt man den Summationsindex, so folgt

n—1
-n _ -n (b B a)k b (b - é—)n—l
£t )(b)_kzof( )(a) A +/a f(f)mdf-

Beispiele 3.1.45 (Logarithmus-Reihe)
Fiir 0 < z gilt

nqyk-1 z
logz = Z %(w _ l)k + /l (_l)ng—(n—l-l)(x — )" de¢.

k=1

Fiir 0 < z < 2 konvergiert die Folge der Integrale:

xT

lim [ (=1)"e D (z — &) de — 0.

n—oo 1
Man schreibt:
o0 k—1
-1
logx = ; %(w — 1)k,

Fir x = 2 erhélt man die bemerkswerte alternierende Reihe:

(e e]
(—1)k-1 1 1 1
log2=Y ~——F—=1——+-—~—+...
©8 kzl k 23717

3.1.10 Transformation des Integranden

Bemerkung. Wir wollen die Transformationsformel 3.1.20 fiir affine, monoton
wachsende Transformationen verallgemeinern.

FEine affine Funktion G ist die Stammfunktion einer konstanten Funktion g =
c = const:

G::U»—>/ cdfE+d=cx+d.

Die Transformationsformel 3.1.20 fiir affine, monoton wachsende Transforma-
tionen

G(b) b
/ fy)dy = / f(G(x)) g(z) dz.
) a

G(a

iibertragt sich, auf Grund der Intervall-Additivitit des Integrals, auf stetige,
stiickweise affine, monoton wachsende Transformationen und dann auf deren
Grenzwerte.
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Feststellung 3.1.46

Gegeben sei eine Funktionenfolge (hy)n in R([a,b]), die gleichmdifig auf |a,b]
gegen eine Grenzfunktion h € R([a,b]) konvergiert.

Fiir jede stetige Funktion f : R — R gilt dann:
1. fohy € R([a,b]).

2. Die Funktionenfige (fohy)n konvergiert gleichmdflig auf [a,b] gegen foh.

Satz 3.1.47 (Transformation des Integrals)

Es sei g € R([a,b]), g = 0, und G ein unbestimmtes Integral von g. Also ist G
eine stetige, monoton wachsende Abbildung von [a,b] auf [G(a), G(b)].

Fiir jede stetige Funktion f : [G(a),G(b)] — R gilt die Transformationsfor-

mel
[G(a),G(

In Differentialschreibweise:

=[G
)]

b [a,b]

G(b) b
/ f(y)dyz/ f(G(z)) - g(z) dx.

G(a)

Die letztere Transformationsformel gilt auch ohne die Voraussetzung g > 0. Wir
werden dies im néchsten Kapitel als Folgerung 3.2.23 der Kettenregel 3.2.10
zeigen.

Bemerkung zum Beweis:

1. Im Fall G(a) = G(b) sind die Integrale in 3.1.47 gleich 0.

2. Fall G(a) < G(b): Man Wihle eine Folge von Treppenfunktionen (t,), in
R([a,b]), die gleichm&Big gegen g konvergiert und fiir die ¢, > 0 ist (vgl.
Korollar 2.8.20).

Dann konvergieren die Stammfunktionen T, : @ — G(a) + [ tn(&) d€
gleichméBig gegen G:

Th(z) —Th(a) = / tn, — / g=G(z) — G(a).
Man kann ohne Einschrinkung die t,, so wihlen, dafl
T,(b) —Tp(a) >0 und T,(b) = G(b)

ist. Anderenfalls betrachte man die Folge ab einem ng und setze

. G- O
" T5,(b) — T (a) "
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Beweis. Man wiahle also eine Folge von Treppenfunktionen (%), mit Stammfunk-
tionen (7},)n, so daB ¢, > 0 und

[tn —gll — 0, |Tn — G| — 0,
To(a) = Gla,)  Tn(b) = G(b).

Zu t,, gibt es eine Zerlegung
Zpn={a=x0<z1<--- <z, =b}

auf deren offenenen Teilintervallen ¢,|(x,, z,.—1) = ¢, konstant ist. Man setze
Yse := Tn(x,.). Dann gilt nach 3.1.20

Beispiele 3.1.48 Aus dem Transformationssatz 3.1.47 folgt die Gleichung;:

b Vb—1
/log(\/ﬂ—l)dy— / logx-2(x +1)dx  fiir b > 1.
1 0

Dabei wurde die folgende Substitution angewandt:
G(z) = (z+1)%, g(z) =2(z +1)
Mit partieller Integration folgt:

V-1

b 9 Vb—1 1 )
/ log(y/y —1)dx = [log(x) (z+1) ‘0 - / ;(:c +1)°dx
1
0
72 Vvb-1
= [log(x) (T + 1)2 -5 2x — logx
0

Beispiele 3.1.49 Die Zahlenfolge (r;,), konvergiere gegen a € R. Dann kon-
vergiert die Funktionenfolge (fy,)n:

fnix—a™ firxz e (0,00)

auf jedem kompakten Teilintervall [a,b] C (0, 00) gleichméBig gegen f : z — x®.
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Beweis. Dies folgt aus der Abschitzung:

alogx
‘xa *ZCT‘ — lealogz - 6rlogm‘ — ‘ / etdt‘
rlogx

< |la — r||log | max{z®, ="}

Beispiele 3.1.50 (Integral der Potenzfunktion)

Man zeige mit Hilfe der Substitution ¢ = G(n) = 7™ und g(n) = (n — 1)p" !
(n € N):

1. Fir n € Nund m € Z mit 7> # —1 gilt

xﬂ 1 1+
n=——|x n—l) fir z € (0, ).
&= ( (0,)

2. Fira e R, a # —1 gilt:

1
/xa dx = a—HxGH +C fir xz € (0,00).

Bemerkung. Wenn der Exponent a > 0 ist, so gilt (2.) fir x € R.
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3.2 Differentialrechnung

Bemerkung. Man kann die Differentiation unter verschiedenen Gesichtspunk-
ten betrachten:

Global als Umkehrung der Integration: Wie sieht man einer Funktion F
an, ob sie eine Stammfunktion ist, und wie findet man ihren Integranden

f?

Lokal als geometrisches Problem: Bestimmung der Tangente in einem Punkt
an einen Funktionsgraphen.
Die Tangente ist eine affine Funktion.

Lokal als Approximationsproblem: Bestimmung der besten Approxima-

tion einer Funktion in der Umgebung eines Punkte durch eine affine
Funktion

Wir beginnen mit der lokalen Beschreibung der Ableitung und leiten daraus
die globalen Eigenschaften her.

3.2.1 Grenzwert des Differenzenquotienten

Bemerkung. Es seien [ ein offenes Intervall, f : I — R und a € I ein fester
Punkt.
Fiir eine weiteren Punkt x € I, x # a, bilde man die Sekante durch die Punkte

(a, f(a)) und (z, f(2)):
f(z) = f(a)

Rt t+ f(a) (Sekantengleichung).

Die Frage ist, ob fiir x — a die Sekanten gegen eine Grenzfunktion konvergieren.
Wenn ja, heifle diese Grenzfunktion die Tangente an den Graphen von f im
Punkte (a, f(a)).

Offensichtlich existiert die Tangente (die Grenzfunktion) genau dann, wenn der
Grenzwert der Steigung der Sekanten

i {0 = (@

T—a r—a

= Steigung der Tangente

existiert.

Bemerkung. Wir losen uns von der geometrischen Sprechweise und nennen
die Steigung der Sekante Differenzenquotient.
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Definition 3.2.1 (Differenzenquotient)
Es seien I ein offenes Intervall, a € I und f : I — R.
Die Funktion

:me%i:(a) firz e I\ {a}

heifst der Differenzenquotient von f an der Stelle a.

Definition 3.2.2 (Ableitung in einem Punkt)
Sei I ein offenes Intervall. Eine Funktion f: I — R heifit differenzierbar im
Punkt a € I, wenn der Grenzwert
fl(a) — lim f(l') - f((l)
z—a T —a
existiert. In diesem Fall heifit f'(a) die Ableitung von f an der Stelle a.

Bemerkung. Manchmal ist es praktischer, den um a verschobenen Differen-
zenquotienten zu betrachten.

fla+h) - f(a)
h

h— fir h e (I —a)\ {0}

Man erhélt dann die Ableitung als Grenzwert im Nullpunkt:

Fa) — tn L0 = Ta)

h—0 h

Bezeichnung 3.2.3 (Abgeleitete Funktion)

Es sei I ein offenes Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit differenzierbar
auf I oder differenzierbar im Intervall I, wenn f in jedem Punkt des Intervalls
1 differenzierbar ist.

Dann ist die Ableitung f’ eine Funktion auf I:

ffoIl—R mit f:axw— f(z) firzel.

f' heifit die abgeleitete Funktion zu f oder kurz die Ableitung von f.

Man findet in Literatur weitere Bezeichnungen fiir die Ableitung, insbesondere,
wenn f’(x) fiir alle € I existiert.

Bezeichnung 3.2.4 (fiir die Ableitung)
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Differentialquotient: Es sei x die unabhiingige Variable der Funktion f. Nach
LEIBNITZ nennt man die Ableitung auch Differentialquotient und schreibt
fiir die Ableitung im Punkt a

()@ =L = L2

Fiir die abgeleitete Funktion schreibt man
d , df
%‘f Cdx I

Differentiations-Operator: D : f — Df = D(f) := f' und Df(a) =
(Df)(a) == f'(a)

Bemerkung.

1. Wenn man das Differential df richtig definiert, ist der Differentialquotient
(siehe 3.2.32) wirklich ein Quotient und man schreibt:

df (z) = f'(x) da

2. Der Begriff Differential wirkt zunéichst etwas schillernd, da man in Phy-
sikbiichern hiiufig kommentarlos fiir kleine Anderungen Az die Dif-
ferenz Af = f(x + Az) — f(x) mit dem Differential df = f'(z)dx
identifiziert und df als infinitesimale Anderung bezeichnet.

3. Wir fithren die Differentiale und den Differentialquotienten deshalb erst
am Ende des Kapitels ein, wenn die wesentlichen Eigenschaften der Ab-
leitung geklért sind.

Dann klért sich auch der oben angedeutete Gebrauch der Differentiale in
der Physik.

Bezeichnung.

1. In der Physik werden nach NEWTON Ableitungen nach der Zeit mit einem
Punkt bezeichnet. Bsp.

a(t) = 0(t)
ist die Beschleunigung a als Ableitung der Geschwindigkeit v.

2. Ableitungen werden auch bezeichnet, indem man die Variable, nach der
differenziert wird, als Index schreibt:

fer=f" und fo.=f"
Dies ist besonders bei partiellen Ableitungen verbreitet:

8f_ﬁ

ft_fx:r ::E 2

=0 (Wéirmeleitungsgleichung).
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Beispiele 3.2.5 (Ableitung von Potenz und Wurzel)

1. (z") =na"! fiir n € No und z € R.
1, 1 1.4 ..
2. (zn) = oo fir n € Nund z € (0, 00).

Beweis.

1. Fir n € Ny und = # a gilt

-1
E 2Fa"1F S5 pa™ 1l fiirr — a.

k=0

S

" — a”

r—a

2. Fir n € N ist der Grenzwert fiir x — a und = # a:

1 1 1 1 n—1
rn —an Tn —an k n—1-k\ 1
prmnd T T = (ana n >
r—a (zm)™ = (am)" k=0
— (na™) 7"

Feststellung 3.2.6 (differenzierbar = stetig)

Ist f : I — R an der Stelle a € I differenzierbar, dann ist f an der Stelle a
stetig.

Bemerkung. 1. Die Umkehrung ist falsch, wie das Beispiel der Betragsfunktion
zeigt:

f(z) — f(0) { -1 firz <0,

f@)=lel = x—0 | 1 firz>o0.

2. Es gibt Beispiele stetiger Funktionen auf einem Intervall, die in keinem Punk-
te differenzierbar sind.

Das erste Beispiel einer solchen Funktion wurde von K. WEIERSTRASS 1861
veroffentlicht. Einige Jahrzehnte zuvor hatte bereits B. BOLZANO ein derartiges
Beispiel konstruiert.

3. Fiir ein einfaches Beispiel von T. TAKAGI (1903) einer nirgends differenzier-
baren, stetigen Funktion vergleiche man Kaballo Beispiel 19.15 oder Koenigs-
berger Kapitel 9.11.

Beweis (differenzierbar = stetig).
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Man schreibe f in der Form:
(z—a) firxzell\{a}
und folgere

lim f(z) = f(a).

r—a

r#a

3.2.2 Rechenregeln fiir die Ableitung

Satz 3.2.7 (Rechenregeln der Ableitung)

Es sei I ein offenes Intervall. Die Funktionen f,g: 1 — R seien tm Punkta € I
differenzierbar.

Dann sind auch die Funktionen

f+g, [f-g9 wund falls g(a) # 0, g

an der Stelle a differenzierbar.

Es gelten die Rechenregeln:

Linearitit: (f +g)'(a) = f'(a) + ¢'(a),
(A ) (a) =Af'(a) fir N\ e R .
Produktregel:  (f-g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Quotientenregel: (g)’(a) _ f'(@)g(a) — f(a)g'(a)

Bemerkung. 1. Man prége sich die Produktregel in dieser Reihenfolge ein:

(f-9)(a) = f'(a)-g(a) + f(a) - ¢'(a)

Die Produktregel gilt auch fiir andere, nicht notwendig kommutative Produkte.

Beispiel: Funktionen mit Werten in den Matrizen und das Matrizenprodukt
oder fiir das Skalarprodukt vektorwertiger Funktionen.

2. Wir fiithren auch den Beweis der Quotientenregel so, daf} er sich leicht auf die
Inversenbildung in anderen Produkten iibertragen 1af3t.

Beweis (Rechenregeln der Ableitung).
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(f+9)@)—(f+9)(a)

Linearitat: po—
ik O 9(32 — g<a) — f'(a)+4¢'(a) firz—a.
Produktregel: (f-9)(@) = (f-9)(a)
=IO D ) 1 4@ DAY ayg(a) + (e (o)
Quotientenregel: Es reicht, den Fall é zu untersuchen.
Da g(a) # 0 ist, existiert g(x)~! in einer Umgebung von a.
o) o) _ s o))
— g™ (@) gl = -2

Bemerkung. Mit den Rechenregeln 3.2.7 kann man Polynome und rationale
Funktionen differenzieren.

Beispiele 3.2.8 1. Man zeige induktiv:

(z") =na™ ' fir n e Nund z € R.
2. Firn € Nund z € R\ {0} gilt
(:L‘_”)’ = —nz "L
Beweis.

1. Der Fall n =1 ist klar. Nun wende man die Produktformel an.
2. Fir n € N und x # 0 gilt nach der Quotientenregel:

™Y nl.n—l
(xfn)l _ ((wn)fl)/ _ _( ) - = — —pp L

3.2.3 Kettenregel

Bemerkung. Wir formulieren die Definition der Ableitung so um, dafl man
nicht mehr den Grenzwert eines Quotienten untersucht. Dies bringt folgende
Vorteile:
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e Die Beweise zur Differenzierbarkeit von Kompositionen differenzierbarer
Funktionen (Kettenregel) und der Ableitung der Umkehrfunktion verein-
fachen sich sehr, da man nicht darauf achten muf}, ob irgendwelche Nenner
eine Nullstelle haben.

e Wir wollen spéter auch Funktionen, deren Variable ein Vektor ist, dif-
ferenzieren. Den Differenzenquotienten kann man fiir solche Funktionen
nicht bilden, da man durch Vektoren nicht teilen kann!

Die Sédtze und Beweise mit der dquivalenten Definition gelten sinngemaf
auch fiir Funktionen von Vektoren.

Bemerkung. Es sei f differenzierbar im Punkte a.

Wir bezeichnen den verschobenen Differenzenquotienten und seinen Grenzwert
bei h =0 fiir h € {I — a} mit

fla+h)—fla) .
A fiir h # 0,
1'(a) fiir h = 0.

p:h—

Die Funktion ¢ : {I —a} — R ist stetig in h = 0 mit Grenzwert
li h) = f'(a).
lim ¢(h) = f'(a)

Fiir die Differenz A f(a, h) der Funktionswerte von f in den Punkten a+ A und
a gilt

Af(a,h) == fa+ ) — f(a) = o(h) - h.

Diese Umformung fiihrt uns zu dem folgenden Feststellung:

Lemma 3.2.9 (Aquivalenz zur Differenzierbarkeit)

Es seien I C R ein offenes Intervall, a € I und f : I — R. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

1. f ist differenzierbar im Punkt a.

2. Es gibt eine in h = 0 stetige Funktion
p:{l—a} =R,
so daf fir alle h € {I —a} gilt:
Af(a,h) = fla+h) = fla) = @(h) - h.

Wenn dies erfiillt ist, dann ist f'(a) = ¢(0).
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Beweis. Vergleiche die Vorbemerkung.
Nach Voraussetzung existiert

lim flath) = fla) = lim ¢(h) = ¢(0)

h—0 h h—0
h#0

Satz 3.2.10 (Kettenregel)
Seien I, J C R offene Intervalle und

hel -7 4R
Funktionen. Wenn

f an der Stelle a € 1 differenzierbar ist und

g an der Stelle f(a) € J differenzierbar ist,

dann ist die Komposition h =go f : I — R an der Stelle a differenzierbar. Es
gilt die Kettenregel

(gof)(a)=g'(f(a))- f(a).

Bemerkung. Die Ableitung der Komposition g o f ist das Produkt der Ablei-
tungen der dufleren Funktion g mit der Ableitung der inneren Funktion f:

(gof) = gof) - f
duflere Ableitung - innere Abbleitung

Bemerkung. Die Kettenregel gilt auch fiir Abbildungen zwischen Vektorrdum-
en. Deren Ableitungen sind Matrizen und das Matrizenprodukt ist nicht kom-
mutativ.

Man prége sich deshalb die Kettenregel in dieser Reihenfolge ein:

174



Beweis. Nach Lemma 3.2.9 gibt es eine in O stetige Funktion

vi{J = fla)} =R,
v(0) = ¢'(f(a)),
9(f(a) + k) —g(f(a)) =~(k) Kk

und eine in h = 0 stetige Funktion ¢ : {I —a)} — R, so daB

—~~

fla+h)—=f(a))
o(h) - h.

Da h—~v(f(a+h)—f(a)) - p(h) stetigin h =0 ist, ist nach Lemma 3.2.9 go f
differentierbar im Punkte a und

(g0 ) (f(a)) =(0)-¢(0) = g'(f(a)) - f'(a).

Bemerkung. Wenn I C R ein offenes Intervall und f : I — R stetig und streng
monoton ist, dann ist f(I) ein offenes Intervall (vgl. 2.5.15).

Wenn f und die Umkehrfunktion f~! differenzierbar sind, so folgt aus derKet-
tenregel 1 =id' = (f~'o f) = ((f7') o f) - f und somit

(FY (Fa) = (f'(a) "

Satz 3.2.11 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Es seien I C R ein offenes Intervall, f : I — R stetig, streng monoton, J =
fI) und g : J — R die Umkehrfunktion zu f. Es sei f im Punkt a € I
differenzierbar.

Die Umkehrfunktion g ist genau dann an der Stelle f(a) differenzierbar, wenn
f'(a) #0. In diesem Fall gilt

Beweis (Ableitung der Umkehrfunktion).
Man vergleiche die Vorbemerkung.
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Nach Lemma 3.2.9 gibt es eine in Ostetige Funktion ¢ mit:

o:{I —a} =R,
fa+h)— fa) = p(h) - h,
(0) = f'(a)).

Da ¢(0) = f/(a) # 0 und f streng monoton ist, gilt ¢(h) # 0.
Man definiere eine stetige Funktion 7 : {J — f(a)} — R durch:

ko hi=g(f(a)+k)—a, v:ke— (p(h)™"
Man lése auf: k = f(a + h) — f(a) = @(h) - h und erhilt:

g(fla) + k) —g(f(a)) =h = (oh))™ -k =~(k) - k.
7(0) = (p(0) ™" = (f'(a) ™.

Nach Lemma 3.2.9 ist g im Punkte f(a) differenzierbar.

3.2.4 Mittelwertsatz

Bemerkung. Wir betrachten in diesem Abschnitt Funktionen auf einem Inter-
vall, die in jedem Punkt des Intervalls differenzierbar sind. Fiir diese Funk-
tionen zeigen wir den Mittelwertsatz und den Schrankensatz.

Beispiele iiberall differenzierbarer Funktionen sind unbestimmte Integrale F' zu
stetigen Integranden f. In diesem Fall

e ist der Integrand f = F’ (siehe 3.2.12)

e entspricht der Mittelwersatz der Integralrechnung 3.1.42 dem Mittelwert-
satz der Differentialrechnung 3.2.16.

e cntspricht die Beschrénktheit des Integrals 3.1.16(3.) dem Schrankensatz
3.2.18.

Feststellung 3.2.12 (Ableit. eines unbest. Integrals)

Es seien I ein offenes Intervall, f € R(I) und F : I — R ein unbestimmtes
Integral von f, d.h.

F(x)— F(c) = /xf(f) d¢  fir alle z,c € I.

Dann ist F' in jedem Stetigkeitspunkt a von f differenzierbar und es gilt dort



Beweis (Ableitung eines unbest. Integrals).

Da f im Punkt a € I stetig ist, existiert zu € > 0 ein § > 0, so daB
(&) — fla)|<e firalleel, mit|£—a|l<9.

Folglich gilt fiir x € I\ {a} mit |x —a| < 9:

= |1, [ o
c a
< f\x —al=e.
|z — al
Dh. lim ol ;:f(a) = f(a).

Beispiele 3.2.13 (Ableitung von exp, log und Potenz)
1. (e¥) =e® firzeR.
2. Fiir a > 0 gilt:

(a®) =log(a)a®™ fiir z € R.

1

3. (logz)' = = fiir x € (0, 00).
T

4. Fir a € R gilt:

a—1

(2 = ax fir x € R.

Bemerkung. (3.) gilt allgemeiner:

(log|z|) = % fir x € R\ {0}.

Beweis (Ableitung von exp, log und Potenz).

Man schreibe exp und log als Stammfunktionen und benutze die Feststellung 3.2.12:

X
1. e$=1+/ etdé  fiirz € R
0

2. Es sei a > 0. Nach der Kettenregel gilt:

T

(a®) = (exp(log(a)x))l = log(a) exp(log(a)z) = log(a)a®.
3. logx = /lx%df fir z € (0,00).
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a—1

4. (z) = (exp(alog CE)), = exp(alogz) - L
x

Bemerkung Das folgende Beispiel zeigt, dal unbestimmte Integrale von Regel-
funktionen und {iberall differenzierbare Funktionen verschieden Klassen sind.

Beispiele 3.2.14 1. |z| ist Stammfunktion von 2H — 1, H die Heaviside-
Funktion (vgl 2.3.30(1.). Aber |z| ist in = 0 nicht differenzierbar.

2. Die Funktion
f@ﬁ:x%mé fir 2 # 0 und f(0) =0
ist iiberall differenzierbar, aber die Ableitung
f(z) =2z sin% — cos %fﬁr x # 0 und f(0) = 0.

oszilliert im Nullpunkt (vgl. Wackelfunktion 2.3.30(5)) und ist daher keine
Regelfunktion.

Bemerkung. Man zeichne ein Bild eines ‘glatten’ Funktionsgraphen mit den
unten angegebenen Eigenschaften.

Die Funktion hat ein Maximum oder ein Minimum im Inneren des Intervalls.

In diesem Punkt ¢ ist die Tangente waagerecht, d.h. f'(§) = 0.

Lemma 3.2.15 (Satz von Rolle)

Es sei f : [a,b] — R stetig und die Einschrinkung f|(a,b) sei auf dem offenen
Intervall (a,b) differenzierbar.

Wenn f(a) = f(b) ist, so gibt es ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

ROLLE, MICHEL (1652-1719)

Bemerkung. Die obige Voraussetzung an eine Funktion f wird uns noch haufig
begegnen. Wir sagen kurz:

f st stetig auf dem Intervall und im Inneren (des Intervalls) differenzierbar.

Beweis (Satz von Rolle).

Fall f konstant: Man wahle ein € € (a,b).

Fall f nicht konstant: f hat ein Maximum oder ein Minimum, das nicht auf einem
der Randpunkte liegt.

Sei etwa £ € (a,b) und f(&) ein Minimum. Dann ist

ﬂ@—f@){<0fo<§xemmL

T —¢& >0 firz>¢ x€la,b,
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und folglich

x—¢ x—£

Im Falle eines Maximums hat —f ein Minimum und es ist —f/(£) = 0.

Satz 3.2.16 (Mittelwertsatz der Differentialrechn.)

Es sei f : [a,b] — R stetig und die Einschrinkung f|(a,b) sei auf dem offenen
Intervall (a,b) differenzierbar.

Dann gibt es ein & € (a,b) , so daf

1st.

LAGRANGE, JOSEPH, Louls (1736-1813)

Bemerkung Geometrisch besagt der Mittelwertsatz, da3 die Tangente im
Punkte (a, f(a)) an den Graphen von f dieselbe Steigung hat, wie die Sekante
durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b))

b—a

D.h. Tangente und Sekante sind parallel.

Beweis (Mittelwertsatz).
Der Fall b = a ist trivial. Es sei also a < b:

Subtrahiert man die Gleichung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b.f(b))
von der Funktion f, so erhilt man eine Funktion ¢, auf die man den Satz von ROLLE
anwenden kann:

f(b) = f(a)

b—a

¢ fl@)— (fla)+ (x—a)).

Es gibt also ein & € (a,b) mit ¢'(§) = 0. D.h.

Bemerkung. Aus dem Mittelwertsatz folgt unmittelbar das folgende einfache,
aber sehr bedeutsame Korollar:
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Korollar 3.2.17 (Charakterisierung konstanter Funkt.)

Es sei I ein Intervall und f : I — R stetig und differenzierbar im Innern von
1.

Wenn die Ableitung verschwindet
f'(x) =0 fir alle z im Innern von I,

dann ist f konstant auf I.

Bemerkung. Der Mittelwertsatz gilt nur fiir reellwertige Funktionen.

Haufig benotigt man aber nur eine aus dem Mittelwertsatz folgende Abschéitzung,
den Schrankensatz. Diese Methode, den Mittelwertsatz zum Abschétzen ein-
zusetzen, 1483t sich weitgehend verallgemeinern.

Korollar 3.2.18 (Schrankensatz)

Es sei I ein Intervall und f : I — R stetig und differenzierbar im Innern von

I.

Dann sind duivalent:
1. Die Ableitung ist beschrinkt: |f'| < L.
2. f Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L:

|f(z1) — f(z2)| < Llxy — 22| fiir 21,22 € 1.

Bemerkung. Aus dem Mittelwertsatz folgt das Monotoniekriterium.

Feststellung 3.2.19 (Monotonie-Kriterium)

Es sei I ein Intervall, f : I — R stetig und differenzierbar im Innern von I.
Dann gilt

1. f ist genau dann monoton wachsend, wenn f' > 0 ist.

2. Wenn f" >0, dann ist f streng monoton wachsend.

Bemerkung. Das Beispiel z — 23 zeigt, daf} in (2.) die Umkehrung nicht gilt.

Feststellung 3.2.20 (lokales Minimum)

Es seien I ein offenes Intervall, a € I und f : I — R eine differenzierbare
Funktion mat

f(a) = 0.
Dann gilt:
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1. Wenn es ein d > 0 so gibt, dajs
f'l(a=¥8,a) <0 wund f'|(a,a+6)>0
ist, dann hat f ein lokales Minimum im Punkt a, d.h.

flla=1d,a) > f(a) und f(a) < fl|(a,a+9).

2. Wenn die zweite Ableitung f"(a) existiert und f”(a) > 0, dann hat f im
Punkte a ein lokales Minimum.

Bemerkung. Durch Ubergang zu — f erhilt man die entsprechende Charakte-
risierung eines lokalen Maximums.

Beweis (lokales Minimum).

1. Nach Feststellung 3.2.19(2.) ist

fl(a —d,a)  streng monoton fallend,

fl(a,a+0)  streng monoton wachsend.

2. Nach Lemma 3.2.9 gibt es eine in h = 0 stetige Funktion ® : {I —a)} — R,
so daB

®(0) = f"(a),
f'(a+h) = f'(a)=®(h)-h.

Da @ in 0 stetig und ®(0) = f”(a) > 0 ist, gibt es ein § > 0, so daB
®(h) >0 fir |h] <.
Da f’(a) = 0 ist, sind die Vorausetzungen von (1.) erfiillt:

flla+h)-h=ah)-h*>>0 fir0<|h|l<é.

Bemerkung 3.2.21 (Einfache Form: de L’Hospital)

Es sei I ein offenes Intervall, a € I und f, g : I — R seien im Punkte a
differenzierbar.

Es seien f(a) = g(a) =0 und ¢'(a) # 0
Dann gilt

fx) _ f(a)

lim ——= = .
eg(z)  g'(a)

181



3.2.5 Hauptsatz der Integral- und Differential-Rechnung

Bemerkung. Die folgenden Fakten ergeben zusammengenommen den Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung;:

e Zwei unbestimmte Integrale F} und Fj einer Regelfunktion f € R(I)
unterscheiden sich nur um eine Konstante:

Fi(z) — Fi(a) = /x f(§) d§ = Fy(x) — Fa(a) firzel

e Wenn F ein unbestimmtes Integral einer stetigen Funktion f : I — R ist,
dann ist F' im Inneren von I differenzierbar und F’ = f (vgl. Feststellung
3.2.12)

e Zwei auf einem Intervall {iberall differenzierbare Funktionen mit gleicher
Ableitung unterscheiden sich nur um eine Konstante (vgl. Korollar 3.2.17
zum Mittelwertsatz).

Satz 3.2.22 (Hauptsatz der Diff.- u. Int.-Rechnung)

Es seien I ein nicht entartetes Intervall und f € R(I) und stetig im Inneren
von 1.

Fiir eine Funktion F : I — R sind dquivalent:

1. F ist stetig auf I und differenzierbar im Inneren von I mit Ableitung
F'=7f.

2. F ist ein unbestimmtes Integral von f:

/xf(f)dﬁzF(x)—F(a) fiir alle a, x € I.

Bemerkung.

1. Der Schlufl des Hauptsatzes erlaubt es , Integrale einer stetigen
Funktion f dadurch zu berechnen, dal man zu f eine primitive Funktion
F mit F’ = f findet oder rit (siehe Formelsammlungen).

2. In der deutschen Literatur wurde der Begriff primitive Funktion durch
den Begriff Stammfunktion verdrangt. Im Englischen und Franzosichen
heifit F' the primitive of f bzw. le primitive de f.

3. Der wichtigere Schluf3 des Hauptsatzes erlaubt es, Funktionen mit
vorgegebner stetiger Ableitung f zu konstruieren

Dies ist ein erster Schritt zu Lésung von Differentialgleichungen. Um-
gekehrt nennt man Losungen von Differentialgleichungen machmal auch
Integrale.

182



Beweis (Hauptsatz der Diff.- u. Int.-Rechnung).

Zu f € R(I)und festem a € I bilde man die Funktion

(I>£L‘+—>/$f(€)d§ firx e I.

Nach Feststellung 3.1.5 ist ® auf jedem kompakten Teilintervall von I stetig.
Da der Integrand f im Inneren von I stetig ist, ist ® nach Feststellung 3.2.12
dort differenzierbar mit Ableitung ® = f. Also ist

® —F =f—f=0
Nach Korollar 3.2.17 ist ® — F' konstant.

Vergleiche Feststellung 3.2.12.

Bemerkung. Man kann den Hauptsatz der Differential- und Integral-Rechnung
auf Regelfunktionen erweitern, wenn man die Differenzierbarkeit in allen Punk-
ten etwas abschwiicht: (vgl. Koenigsberger Kap. 9.10 und 11.4)

Hauptsatz der Diff.-u. Integralr. fiir Regelfunktionen.

Es sei I ein nichtausgeartetes Intervall. Fir f € R(I) und F : I — R sind
dquivalent:

1. F ist stetig und bis auf eine abzdhlbare Ausnahmemenge A C 1 differen-
zierbar mit Ableitung

F'(z) = f(z), firzel\A.

2. F ist unbestimmtes Integral von f:

b
/ f(&)d¢ = F(x) — F(a) fir allea, z € 1.

Bemerkung. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-Rechnung 3.2.22
und der Kettenregel 3.2.10 ergibt sich unmittelbar die Substitutionsregel (vgl.
Satz 3.1.47):

Satz 3.2.23 (Substitution)

FEs seien I und J Intervalle. Die Funktionen
JLTLR

seien stetig und g stetig differenzierbar im Innern von I.
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Wenn F' eine Stammfunktion von f ist, dann ist F' o g eine Stammfunktion zu
(fog)-g-
D.h. fir alle a, b € I gilt

g(b) b
/ Fly)dy = / flo(@)) - ¢ (x) do
g(a) a

Bemerkung. Fiir die Anwendungen beachte man die Integralgrenzen der
beiden Integral!

3.2.6 Grenzwertsitze fiir Folgen differenzierbarer Funktionen

Bemerkung. Es sei f der Grenzwert einer gleichmiflig konvergenten Folge
(fn)n differenzierbarer Funktionen. Dann kann folgendes passieren:

e f nicht differenzierbar.

e [ differenzierbar, aber (f!), konvergiert nicht gegen f’.

n

Das typische Beispiel ist eine Folge von Schwingungen

1
fa(t) = - sin(n?t) fiir t € R,

deren Amplitude % — 0 und deren Frequenz n? — oo geht. Dann geht

fn — 0 gleichmiBig auf R, aber die Folge der Ableitungen f/(t) =
n cos(nt) konvergent nicht gegen 0.

Satz 3.2.24 (Folgen differenzierbarer Funktionen)

Es sei I ein offenes Intervall und f, : I — R, (n € N) seien stetig differenzierbar
auf I. Es gelte:

(i) Die Folge der Ableitungen (f})n konvergiert punktweise gegen eine Grenz-
funktion g : I — R.

(ii) Die Konvergenz f], — g ist gleichmdfSig auf jedem kompakten Teilintervall
von I.

(iii) Es gibt ein a € I so daf$ die Zahlenfolge fn(a) konvergiert.

Dann gilt: (a) Die Folge (fn)n konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion
f:I—-R.

(b) f ist differenzierbar mit Ableitung ' = g.
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(c) Auf jedem kompakten Teilintervall von I konvergiert die Folge (fy)n gleichmdfig
gegen f.

Beweis. Aus dem Hauptsatz 3.2.22 folgt

fn(x) = fula) + /x fi(&)de firzel.

Da die Folge (f},)n auf jedem kompakten Teilintervall J C I gleichmaBig gegen ¢
konvergiert, ist nach Satz 2.8.6 g|J stetig. Also ist g stetig auf /. Man setze

fla) == Tim_fn(a),

n—oo

f:fo(aH/xg(&)dE-

Aus dem Hauptsatz folgt [/ = g.
Nach Korollar 3.1.17 gilt fiir ein kompaktes Teilintervall J C I mit a, x € J:

| a@rds = [ ot@de| < maxiz(9) - (o) -0

Also konvergiert die Folge (f,,)n gleichmaBig auf J gegen f.

Fiir die Beispiele brauchen wir das Majorantenkriterium.

Satz 3.2.25 (Majorantenkriterium)

Gegeben seien eine Folge (ay,), nichtnegativer Zahlen und eine Funktionenfolge
fan:I =R, (neN). Es gelte

1. Die Folge der Partialsummen der a, ist beschrdnkt:
n
Zak<M<oo firn € N.
k=1

2. Fir fast alle n € N ist | f]| < ap.

Dann konvergiert die Funktionenfolge (sy)n der Partialsummen der (fp)n:

Sn ::ifn firn eN

k=1

gleichmdjf$ig auf I.
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Beweis (Majorantenkriterium).

Da die monoton wachsende Folge der Partialsummen "), a; beschrinkt ist, ist
sie eine Cauchyfolge (vgl. Satz 2.2.11) Zu £ > 0 gibt es ein ng, so daB

Z ar < ¢ und nach Vor. (2.) |fi] < ag

k=m

fir k,m,n > ng. Dann gilt fir z € I und n >m > ng

[sn(x) )| = ka Z\fk Zak<5

k=m

Also ist das Cauchysche Konvergenzkriterium 2.8.11 fiir gleichmaBige Konvergenz
erfiillt.

Beispiele 3.2.26 (Potenzreihe des Logarithmus)

Man setze

i G DA
fn:xHZ—m fir z € R,

k=1
n-1 1—(=D)"z" .
Froees S (“1)kak = { e frzeR\{-1}
n fiir x = —1.
k=0
Fiir z € (—1,1) konvergiert f}(z) — g(x) := H% gleichméBig auf jedem kom-

pakten Teilintervall [—r,r] C (—1,1):

n

Ful) = 9@ < 5

— 0 firze[-rr].
—r

Da f,(0) = 0 konvergiert die Folge (f,), gegen die Stammfunktion von g (vgl.
mit Beispiel 3.1.45)

n

10g1+x:/ 7:3’“ firz € (—1,1).
()= [* 2 = im 3 C (-1.1)

k=1

Beispiel (Potenzreihe der Exponentialfunktion).

Man setze
f”:xHZﬁ fir x € R.
Dann ist f’rlL = fn—1und 1+ fox fn(f) d§ = fn-i-l(x)'

186



In Beispiel 3.1.40 hatten wir gezeigt:

ex—zy‘gmax{l e“”}( ) 0.
k=0

Die Folge (fy)n konvergiert also gleichmifiig auf jedem kompakten Intervall
gegen die Exponentialfunktion.

Aus dem Grenzwertsatz 3.2.24 erhalten wir nun die bekannte Tatsache, dafl die
Ableitung der Exponentialfunktion die Exponentialfunktion ist.

Beispiele 3.2.27 (Potenzreihe von sin z und cos x)

Fiir die Grenzwerte sinx und cos x der beiden konvergenten Reihen

o - 2k+1
smx—kgo (2k+1)!x
3 5 7 2n+1
x> oz w x
—p e (—1)P
S T R TR Sl ey
[e.e]
cosx =
2 4 6 2n
¢zt x
S B Iy g .
STIRE TR I en) "
gilt
(sinz) = cosx sin0 =0,
cosz) = —sinx cos0 = 1.
! i 0=1

Beweis (Potenzreihe von sinx und cos ).

Setzt man — nach dem Vorbild der Exponentialreihe —

(—1)k L2k
2k + 1)

(—1)k 2k
< (2h)!

dann gilt s/, = ¢, und ¢/, = —s,,—1. Aus der Abschitzung

1
M=

firz e R, neN,

k=0

n

Cp i T — firx e R, neN,
k

n 1 2n+1 ‘k

Zm| ’219—&—1\ Z o

k=0

< exp |z,

folgt nach 3.2.25, daB (s, ), und analog (c;,),, auf jedem kompakten Intervall gleich-
maBig konvergiert. Nach Satz 3.2.24 haben die Grenzfunktionen die gewiinschten
Eigenschaften:

sinz = lim s,(z) und cosz = lim c¢,(z).
n—oo n—oo
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3.2.7 Ableitung als lineare Approximation

Bemerkung. Man schreibe nach Lemma 3.2.9:

Af(a,h) = fla+h) = f(a) = ¢(h) - h
=¢(0) - h+ (((h) — ¢(0))) -

Mit ¢(0) = f'(a) und r(h) := (¢(h) — ¢(0))) - h erhilt man:

Af(a,h) = fla+h) = f(a) = f'(a) - h+r(h).

h)

Die lineare Abbildung R 3 h — f’(a) - h approximiert die Differenz Af(a,h) in
einer Umgebung von A = 0. D.h., fiir das Restglied r(h) gilt:

Man sagt, das Restglied r(h) geht fiir h — 0 schneller als linear gegen 0.

Bemerkung. Fiir die géingigen Funktionen gilt sogar
[r(h)| < c|hf?
mit einer Konstante ¢ € [0, 00)

Bemerkung 3.2.28 (quadratisches Restglied)

Es sei f: I — R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion. Zu a € I wiahle
man 0 >0, so dal [a —d,a+ 6] C I.

Dann gilt fiir alle h € {I —a} mit |h| < 0 r(h) die Abschitzung des Restgliedes:

r(h)] < max | f"(a + x)|h*.
[x|<o

Beweis (quadratisches Restglied).

Es seien g eine stetige Funktion und ¢(=1, g(~2eine erste bzw. zweite Stammfunk-
tion. Nach der Taylor-Formel 3.1.44 gibt es zu jedem z ein & zwischen a und z,
so daB

2

o () = o) + o D(a)(x — ) + g(e) T

Mit Hilfe des Hauptsatzes 3.2.22 kann man dies umformulieren:

Fiir eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion f: I — R, a und h € {I — a} gibt
es ein & zwischen a und a + h, so daB

fla+h) = f(a) + f'(a)h + @h?
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Hieraus folgt unmittelbar die behauptete Absch” atzung des Restgliedes.

Die Formulierung der Differenzierbarkeit als lineare Approximation ist der Schliissel
fiir die vielen Anwendungen der Differentialrechnung in Naturwissenschaft und
Technik.

Satz 3.2.29 (Ableitung als lineare Approximation)

Es seien I C R ein offenes Intervall, f : I — R und a € I. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

1. Die Funktion f ist differenzierbar in a € I.

2. Es gibt eine lineare Abbildung L : R — R und ein Funktionr : {I—a} —
R, genannt Restglied, derart, daf$ fiir h € {I —a} gilt:

Af(a,h) = fla+h) = f(a) = L(h) +r(h),

In diesem Fall ist L(h) = f'(a) - h.

Beweis (Ableitung als lineare Approximation).

Wir hatten eingangs aus Lemma 3.2.9 gefolgert, daB die Ableitung eine
lineare Approximation mit den gewiinschten Eigenschaften des Restgliedes
liefert.

Aus (2.) folgt fiir den Differenzenquotienten

flath) = fla) L)) _[r®WI_
h h I

fiir h — 0. Eine lineare Abbildung L : R — R die Form
Lh)=1-h

mit einem [ € R und somit existiert die Ableitung f’(a) = I.

Ausblick. Angesichts des simplen Beweises sieht die Formulierung und die
Unterscheidung zwischen der linearen Abbildung L : R — R und der Zahl
f'(a) =1 aufgebliht aus.

Das liegt daran, da8 wir bisher nur den eindimensionalen Fall R! mit einem
festem Basisvektor betrachten.
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e Diese Begriffsbildung 148t sich jedoch sofort auf n Dimensionen iibert-
ragen: L wird eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen und die
Ableitung f/(a) =1 die zugehorige Matrix beziiglich einer Basis.

e Weiterhin 148t sich diese Begriffsbildung fiir Funktionen auf Kurven
iibertragen. Die Tangentialgerade in einem Punkt der Kurve {iber-
nimmt die Rolle des Vektorraumes R*.

e Der niichste Schritt sind dann Fldchen und die n-dimensionalen Gebilde,
die Mannigfaltigkeiten.

3.2.8 Rechnen mit Differentialen
Bemerkung.

e Die Auffasung der Ableitung als lineare Approximation klirt, was das
Differential df einer auf einem Intervall I differenzierbaren Funktion
f: I — R sein soll.

e In der Lehrbuchliteratur wird die Einfithrung des Differentials hiufig bis
zur Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variabler aufgescho-
ben.

e In den Anwendungsfichern ist das formale hantieren mit Differentialen
— da sehr suggestiv — iiblich und spéter wird es auch in der Mathematik
benutzt.

e Zur Vereinheitlichung der Anwendungen und Schreibweisen, setzen wir
von vornherein voraus, das das f, zu dem man das Differential df bildet,
stetig differenzierbar ist.

Bezeichnung 3.2.30 (Differential einer Funktion)

Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R sei auf ganz I (stetig)
differenzierbar. Zu jedem Punkt a € I gehort gemdf Satz 3.2.29 die lineare
Abbildung

h f'(a)-h fiir h € R,

die wir das Differential von f im Punkt @ nennen und folgendermaflen be-
zeichnen:

df(a) : R - R, hwdf(a)(h):= f'(a)-h.

Bemerkung. (Das Differential ist eine Abbildung)
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1. Das Differential df einer Funktion f : I — R ordnet jedem Punkt a € I
die lineare Abbildung (Linearform) df (a) : R! — R zu.

df :a—df(a) firaecl.

df ist eine Abbildung von I in den Raum Lin(R!,R) der Linearformen
auf dem Vektorraum R*.

Man kann df als Funktion von zwei Variablen auffassen:

df : I x R! - R,
df : (a,h) s df(a)(h) = f'(a) - h.

2. In jedem Punkte a € I gilt die lineare Approximation

Af(a,h) = df (a)(h) + ra(h)

o(h
limr()

T

Bemerkung. (Rechnen mit Differentialen)

1. Wir erklidren das Rechnen mit Differentialen. Im eindimensionalen Fall,
d.h. der Definitionsbereich I C R!, handelt es sich lediglich um andere
Schreibweisen fiir die zuvor gewonnenen Ergebnisse.

2. Hinweis: Im Fall von Funktionen von n Variablen gelten die Formeln,
trotz analoger Bezeichnungen, nicht ganz
so einfach weiter (siehe Analysis II).
e Das Produkt einer Funktion mit einem Differential ist i. a. kein Dif-
ferential einer Funktion.
e Der Begriff Differentialquotient macht keinen Sinn mehr.

e Die Integrale werden durch entsprechende h6herdimensionale In-
tegralformeln ersetzt.

Bezeichnung (Differential der identischen Abb.)

Zu der identischen Abbildung des Intervalls I gehort das Differential didy(a).
Schreibt man die identische Abbildung als x, so ist dr = did; und

dz(a) : h— dz(a)(h) =1-h=h.
Es gilt also df (a)(h) = f'(a) - h = f'(a) - dz(a)(h), kurz:
df = - dux.
Alle Differentiale sind von der Form

Funktion - dx.
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Bemerkung. Die identische Abbildung und ihr Differential miissen nicht z und
dx heiflen. Man kann jeden anderen Buchstaben, der nicht miiverstdndlich ist,
wahlen. Man sollte nur die Bezeichnung beibehalten!

Bezeichnung 3.2.31 (Produkt: Funktion- Differential) Es seien I C R
ein offenes Intervall und f, g : I — R stetig und f stetig differenzierbar.

Man erkliart ein Produkt von Funktionen mit Differentialen, das wieder ein
Differential ergibt:

Man wiihle eine Stammfunktion H von ¢f’. Dann sei

gdf =g-df :=gf -de=H' dx=dH.
Bemerkung. 1. Das Produkt ist wohldefiniert.

2. Das Produkt ist assoziativ, distributiv und kommutativ fdg = (dg)f.
Bevorzugt wird f dg geschrieben.

3. Beispiel: df = f' - dx.
4. Produktformel: d(fg) = f-dg+g-df.

5. Kettenregel: d(f o g) = (f o g) - dg.

Bezeichnung 3.2.32 (Differentialquotient)

Es seien I C R ein offenes Intervall und f, g : I — R sei auf ganz I differen-
zierbar.

Wenn ¢'(a) # 0 fiir alle a € I, so gilt fiir die Differentiale df = f’dz und
dg = ¢’ dz die Beziehung:

Da das Produkt kommutativ ist, definiert man in diesem Fall, wie bei Zahlen,
den Differentialquotienten
f'(a)

df df
—:a+— —(a):= fir a € 1.
dg d9<) g'(a)

Bemerkung. Speziell gilt also fiir f: z — f(x)

daf

L@ =1,

Bezeichnung (Integral eines Differentials).
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Es seien f : [a,b] — R stetig und g : [a,b] — R stetig und im Innneren stetig
differenzierbar. Man setzt dann

[ 0= [ s@gwa

Das obige Integral f; f dg ist ein Spezialfall eines Riemann-Stieltjes Inte-
grals.

Bemerkung (Zum Hauptsatz der Diff.- u. Int.-Rechn. Den Hauptsatz
3.2.22 kann man folgendermafien kurz formulieren.

Es sei F : [a,b] — R stetig und im Inneren des Intervalls stetig differenzierbar.
Dann gilt

/%F—F@—F@)

Bemerkung (Zur Substitution von Integralen).

Es seien I und J Intervalle. Die Funktionen
741 LR
stetig differenzierbar. Dann gilt
d(fog)=(fog)g dx=(fog)dg.

Fiir eine stetige Funktion h : I — R gilt (vgl. Satz 3.2.253)

g(b) b
[ nar = [Ctegdisoq).
g(a) a

Fir die identische Funktion x gilt d(z o g) = dg und somit speziell

g(b) b
/ hdx = / (hog)dg.
g(a) a

Bemerkung. (Infinitesimale Groéflen)

Wie vertrégt sich diese Definition des Differentials mit dem anschaulichen Ge-
brauch des Differential in den Naturwissenschaften?

Man betrachtet dort eine physikalische Gréfle f, die von einem Parameter x
abhingt.

Man spricht von der infinitesimalen Anderung df, die f erfihrt, wenn der
Parameter x sich um einen wverschwindend kleinen (infinitesimalen) Wert dx
dndert.

Vergleichen wir dies mit der Definition des Differentials:
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e In dieser Sprechweise sind die Variablen nicht angegeben:

— der Punkt zg, in dem sich das System befindet,

— die Anderung Az(zg,h) = (zo +h) — 20 = h
Man schreibt fiir die Anderung h kurz Az.

e Die Differentiale dx und df sind mit ihrem Funktionswerten identifiziert:

dr = dx(xg)(Az) = Az, df = df (x0)(Ax) = f'(x0) - Ax.

Das Differential df = df (zo)(Ax) ist linear in der Variablen Az, &ndert sich also
proportional zu Az. Wenn Ax sehr klein wird, wird eben df = df (zo)(Ax)
im selben Mafle klein. Das ist die Deutung des Begriffes infinitesimal Groéfle.

Die Differenz Af und das Differential df unterscheiden sich nur um das Rest-
glied:

Af —df = Af(xo, Ax) — df (z0)(Ax) = rg, (Ax).
Der Unterschied geht schneller als linear — in den praktischen Féllen meist sogar
quadratisch — gegen Null.

Diese beliebig kleine Unterschied ist nicht Null, wird aber fiir die betreffen-
de physikalische Argumentation klein genug gew#hlt. In diesem Sinne gilt die
Gleichung Af = df.
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3.3 Trigonometrische Funktionen (Entwurf vom 19. Februar
2001)

Bemerkung. Die Funktionen cos und sin wurden bereits kurz im Beispiel 3.2.27
erwahnt.

Die Eigenschaften des Sinus und des Cosinus und der anderen trigonometri-
schen Funktionen werden zweimal, ausgehend von zwei unterschiedlichen Fra-
gestellungen hergeleitet:

e Die Funktionen cost und sint werden als Losungen der freien Schwin-
gungsgleichung untersucht.

Aus der Form der Schwingungsgleichung folgen die Eindeutigkeit der
Losung des Anfangswertproblems, die Potenzreihenentwicklung der
Losungen, die Periodizitit und andere trigonometische Formeln.

Die Frage nach der Phasenverschiebung einer Schwingung fithrt zu den
Argument-Funktionen.

e Der Einheitskreis wird durch seine Bogenlédnge parametrisiert. Dann wer-
den die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen, motiviert durch
die geometrische Anschaung am Einheitskreis, gezeigt.

Man gewinnt zunédchst die Integraldarstellung der Arcus-Funktionen
und dann die trigonometrischen Funktionen als Umkehrfunktionen.

e Im néchsten Kapitel (Analysis II) werden dann die komplexen Zahlen
und die Exponentialfunktion im Komplexen eingefiihrt.

Im Komplexen lassen sich dann die beiden obigen Sichtweisen der trigo-
nometrischen Funktionen, einerseits als harmonische Schwingungen und
andererseits die geometrische Sicht am Einheitskreis, vereinheitlichen.

3.3.1 Harmonische Schwingungen

Bemerkung. Die Schwingungsgleichung ist eine lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung bzw. ein System von zwei gekoppelten Differential-
gleichungen erster Ordnung.

Bemerkung und Bezeichnung 3.3.1

1. Die Funktionen u : ¢t +— cos(t) und v : ¢t +— sin(¢) (vgl. 3.2.27) sind
Losungen der Schwingungsgleichung:

W tu=0 <& ,
mit den Anfangswerten zur Zeit t =0

w0) =1, 4'(0)=0 < u(0)=1, v(0)=0.
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2. Wenn man in der linken Gleichung v := —u’ setzt, erhélt man die rechte
und umgekehrt.

Bemerkung.

1. Physikalischen Deutung der Schwingungsgleichung;:

e u Auslenkung eines Massenpunktes der Masse m aus der Ruhelage.

¢ Riickstellkraft ist proportional zur Auslenkung: F' = — Du. Es wir-
ken keine weiteren Kréfte ein.

u’ Geschwindigkeit, u” Beschleunigung.

e Newtonsches Kraftgesetz: mu’ = —Du. Zur Vereinfachung sind
m=1und D =1 gesetzt.

Die Abbildung t — (u(t),u'(t)) € R? durchlduft im Phasenraum R? eine
Kreislinie im Uhrzeigersinn.

2. Wir haben v = —u/ gesetzt, damit die Abbildung
t— (u(t),v(t)) € R?

die Kreislinie im mathematischen Drehsinn durchliuft.

Feststellung 3.3.2 (Schwingungsgleichung ist linear)
Die Schwingungsgleichung

ist linear. D.h., sind ui,v1 und ug,vy Liésungen (mit unterschiedlichen An-
fangswerten), dann ist auch jede Linearkombination:

iUy + oug,

a1v1 + QU2

mit Konstanten a1, as € R, wieder eine Lisung der Schwingungsgleichung.

Beispiele 3.3.3 (Anfangswertprobleme)

1. w:t > cost, v:t+— sint ist Losung der Schwingungsgleichung mit den
Anfangswerten:



2. W:t— —sint, ¥ :t+— cost ist Losung der Schwingungsgleichung mit den
Anfangswerten:

3. Die Schwingungsgleichung mit den Anfangswerten:
Ungp,v0(0) = U0, Vugae(0) =vo mit ug,v9 € R,

hat die als Losung die eine Linearkombination der Losungen von (1.) und

(2.):

Uyg,vo & T > UgCOSTE — Vg Sint

Vug,vp & b F> Upsint + v cost

Bemerkung 3.3.4 (Energie konstant)
1. Die Funktion E heifit die Energie der Schwingung:
E=u?+0?
E ist konstant:

E' =2ud +2vw'=0 = FE=E().

2. Fir die Losung des Anfangswertproblems 3.3.1(1.)

gilt u> +v2 =1, d.h (cos t)2 + (sint)2 =1.

Feststellung 3.3.5 (Eindeutigkeit der Lésung)

Die Losung der Schwingungsgleichung ist durch die Anfangswerte eindeutig be-
stimmt.

Beweis (Eindeutigkeit der Lésung).

Es seien u1,v1 und u9,ve Lésungen der Schwingungsgleichung mit jeweils gleichen
Anfangswerten. Dann ist die Differenz eine Losung mit Anfangswerten Null (vgl.
3.3.2)

U= Up — U, U(O) = UI(O) - u2(0) =

V= V1 — V2, U(O) = Ul(o) - U2(0) =
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Man bilde die Funktion (Energie)
E :=u?+0?
Dann folgt nach Korollar 3.2.17:
E' =2uu'+200'=0 = FE=EF0)=0.

Also sind ©w = 0, v = 0 und somit u; = ug, v1 = V9.

Bemerkungen und Beispiele 3.3.6

1. Die Schwingungsgleichung 3.3.1 mit den Anfangswerten
u(0) =1, v(0) =0
hat die Losungen u(t) = cost, v(t) = sint und:
a(t) :==u(—t) und o(t):= —v(-t).

Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt:
cos ist eine gerade Funktion,
sin ist eine ungerade Funktion.

2. Die Schwingungsgleichung mit den Anfangswerten:
Ung.vo(0) = U0, Vugae(0) =vo mit ugp,vp € R,
hat die eindeutige Losung

Uyg,vp & T > UgCOSE — Vg Sint

Vyg,up & T F Ugsint + vg cost

Bemerkung. Man approximiert Losungen von Differentialgleichungen durch
Niherungen, die man durch Integrieren verbessert. Im Fall der Schwingungs-
gleichung sieht das so aus:

Fiir das Anfangswertproblem 3.3.1(1.) w(0) = 1, v(0) = 0 gilt cost = u(t) < 1.
Durch sukzessive Integration iiber [0, ¢] folgt:

v =wu, v(0) =0 = v(t) <t
2
u' = —v, u(0) =1 = 1—5 < u(t)
43
v =wu, v(0) =0 = t—ggv(t)
, . 2t
= v, u(0) =1 <12t o
u v, u(0) = u(t) 5 T
, 3t
Ymuwoa)=0 = W<t
U A A
r_ — oy
u =-v, u(0)=1 = 5 T 6'\u()
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Bemerkung 3.3.7 (Sukzessive Approximation)

Integriert man die Abschétzung cos(t) < 1 fiir ¢t € R, sukzessive iiber das In-
tervall [0, ], so erhélt man induktiv fiir n = 0,1,... und ¢ > 0 die Abschétzun-
gen:

2n+1 .

(=D* (1)

;::0 o] % < cos(t) < ;::0 o) 12k, "
Pyt . no 1)k

kzo ﬁ t2 L Csin(t) < kzo ﬁ k41 o

Hieraus folgt fiir n =0,1,... und t € R:

"L (—1)k |t|2n+2
kzzo e Cos(t)' S @nt 2l ®)
n -1 k ) t 2n+3
§:c¥+LMHHJ_$MQM<éA+3ﬂ' )

k=0

Beweis (Sukzessive Approximation).

1. Die Ungleichungen (1) und (2) ergeben sich induktiv, wie in der Vorbemer-
kung gezeigt wurde.

2. Aus der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems 3.3.1(1.) u(0) =
1, v(0) = 0 folgt

u(—t) =u(t) und v(—t)=—v(t).

3. Also gilt die Abschatzung von u(t) fiir alle ¢ € R.

In der Abschatzung von v(t) verkehren sich fiir t < 0 die Vorzeichen. Aus (1)
folgt also (3) und aus (2) folgt (4).

Korollar 3.3.8 (Postenzereihen von cos und sin)
Da
t?’L
lim — =0 firteR,

n—oo n!

konvergiert die Potenzreihe (3) gegen cost und die Potenzreihe (4) gegen sint
(vgl. Beispiel 3.2.27).

o — (—1)* (2K
cos —E L
k=0
: — (D"
Slnt: — .
|
kzzo 2+ 1)!
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Bemerkung 3.3.9 (Kleinste Nullstelle von cost)
Es gibt eine kleinste positive Nullstelle ¢y der Funktion ¢ — cost. Diese

liegt im Intervall
to € [\/5 \/ 6 — \/ﬁ} ~ [1.41,1.59]

und ist eine einfache Nullstelle, d.h Die Ableitung

—sinty # 0.
Es ist sinty = 1.
Bezeichnung 3.3.10 (Zahl 7)
Man bezeichnet
= 21y,

wobei tg die kleinste positive Nullstelle der Funktion ¢ +— cost ist.

Beweis (Kleinste Nullstelle von cost).
Nach Bemerkung 3.3.7, Gleichung (1) gilt

2 2 4
1——<cost§1—§+ﬂ fur 0 <t
Also ist
0 <cost fUr0<t<t1:\/§%1,4l,

costy <0 fiir to = 1/6 — /36 — 24 ~ 1.59,

Nach dem Zwischenwertsatz 2.5.14 hat cos ¢ mindestens eine Nullstelle im Intervall
[t1, t2].
Fiir die Ableitung (cost)’ = —sint gilt nach Bemerkung 3.3.7, Gleichung (2)

t3
—sint<—t+§<0 fiir 0 < t < V6 ~ 2.45,

Also gibt es genau eine einfache Nullstelle ¢y € [t1,¢2] mit costyp = 0. Es ist
sintg = 1.

Bemerkung 3.3.11
Es gilt
7T .
— cos(t + 5) =sint cos(t —

7 und
sin(t + 5) = cost —sin(t —

) =sint

) = cost

o 0|
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Beweis. Die Funktionen
w:t —cos(t+g) und v :t s sin(t+ %)
sind eine Losung des Anfangswertproblems

u o=w, u(0) =0,
Vo= —u. v(0) =1.

Da die Losung eindeutig ist (vgl. 3.3.5), folgen die linken Gleichungen.

Nach Beispiel 3.3.6(1) ist cos eine gerade Funktion und sin ungerade:

Bezeichnung 3.3.12 (Periodische Funktionen)

1. Es seien f: R — R. Eine Zahl 0 < p heifit eine Periode von f, wenn

f(t+p)=f(t) firalleteR.

2. FEine nichtkonstante, stetige, periodische Funktion hat eine kleinste Peri-
ode

p := min{q | ¢ ist eine Periode von f}

f heiit dann periodisch mit der Periode p.

Bemerkung 3.3.13 (Kleinste Nullstelle von sint)

1. Esist 0 <sint fir 0 < t < .

2. m ist die kleinste positive Nullstelle von ¢ — sint.

Beweis (Kleinste Nullstelle von sint).

1. Nach 3.3.7 (2)

3

t
0<t—§<sint fiir 0 <t < V6,
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Nach Definition 3.3.10 von 7 folgt:

0 < sint fUrO<t<g<\/6—\/36—24<\/6,

Nach 3.3.7 (1) und 3.3.11 gilt:
2
1—5 gcost:sin(lH—g) firo <t < g
Also ist 0 < sint fiir 0 <t < .

2. Aus Bemerkung 3.3.11 folgt sinm = cos § = 0.

Bemerkung 3.3.14 (sin und cos sind 27-periodisch)

1. Firt € R und n € Z gilt
cos(t + nm) = (—1)" cost,
sin(t + nmw) = (—1)"sint.

2. Die Funktionen ¢ +— sint und ¢ — cost haben die (kleinste) Periode 2.

y
12

sinx

1l

Beweis.

1. Die Aussage folgt induktiv aus dem Fall n = £1.
Aus Bemerkung 3.3.11 folgt
cos(t + ) = —sin(t + %) = —cost,

cos(t — ) = sin(t — g) = —cost.

Analog folgt die Behauptung fiir £ — sint.
2. Da sin’ = cos und cos’ = —sin ist, haben Sinus und Cosinus die gleiche

Periode.

27 ist eine Periode von sin und cos.

Wenn es eine kleinere Periode p gibt, dann gilt sinp = sin(0+p) = sin0 = 0.
Da 7 die kleinste positive Nullstelle ist (vgl. 3.3.13), folgt p = 7.

Da cos(m) = — cos0 = —list, ist 7 keine Periode.
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Bemerkung. (Phasenbild im Phasenraum)

e Das Verhalten einer Losung der Schwingungsgleichung 148t sich geome-
trisch besser im R? beschreiben:

R >t (u(t),v(t)) € R?
In der Physik heifit dies das Phasenbild.
e Hat die Losung die Anfangswerte
u(0) = ug, v(0) = vy,

so liegen Punkte (u(t),v(t)) auf dem Kreis um den Ursprung mit Radius
r (vgl. Bemerkung 3.3.4(1.)):

]2 2
=/ uy + V5.

e Wir wollen zeigen, daB die Bildpunkte {(u(t),v(t)) | ¢t € [0,27)} den
gesammten Kreis mit Radius r ausfiillen.

Satz 3.3.15 (Argumentfunktion, Polarkordinaten)

1. Zu jedem Punkt (x,y) auf dem Einheitskreis

St = {(x,y) | z,y € R und 22 + y* = 1}
gibt es genau ein ¢ € (—m, | mit
cosp =z, siny =y.
Die Abbildung des Einheitskreises
arg : St — (=, 7],
arg : (z,y) — ¢
heifst Argument-Funktion.

2. Zu jedem Punkt (z,y) € R?\ {0}} gibt es genau ein ¢ € (—m, 7| und ein
r € (0,00), so dafs

T = TCOosp, Yy =rsine.

Esistr = /2% + 2.

Beweis.
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1. Man setze arg(1,0) := 0 und arg(—1,0) := .
Die Funktion

COos

(0,m) = (—1,1) ist bijektiv, streng monoton fallend,

CcOos

(—m,0) = (—1,1) ist bijektiv, streng monoton wachsend.
Zu z € (—1,1) gibt es also zwei Werte

t; € (0,m), to € (—m,0),
mit cost; = x = costa. Nun ist |sin¢;| = |sints| = |y| und

sint; > 0, sinty < 0.

Man wibhle also ¢ € {t1,t2}, so daB sinp = y.

2. Man setze r := /22 + 2 und ¢ = arg(%, ¥).

Bezeichnung 3.3.16 (Polarkordinaten)
Die durch den Satz 3.3.15(2) definierte bijektive Abbildung

R*\ {0} — (0,00) x [0, 27),
(z,y) = (r,¢)
hei3t Polarkoordinaten. Man nennt

r = y/x2 + y2 die euklidische Norm des Vektors.

T

¢ = arg(z,y) = arg(%, ) das Argument des Vektors.

Bemerkung.1. Man definiert das Bogenmaf$ auf S! als

&= %) fir 0 < p <,
' w421 fir —7m < p < 0.

2. Man nennt ¢ auch den im Bogenmaf} gemessenen Winkel des Vektors (x, y)
gegen die z-Achse oder den Winkel zwischen dem Vektor (z,y) und dem ersten

Basisvektor (1, 0).

Wir vereinbaren ad hoc:

Bezeichnung 3.3.17 (Positiver Drehsinn)

Es sei I C R ein Intervall und f : I — S' eine stetige Abbildung in den

Einheitskreis.

Wir sagen, f lduft im positiven Drehsinn, wenn es zu jedem inneren Punkt

t €I mit f(t) # (—1,0) ein § > 0 gibt, so daf
argof : (t—0,t +6) — (—m, ]

monoton wéchst.
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Beispiel. Die Abbildung
R >t (cost,sint) € S!

wickelt die Zahlengerade R abzihlbar unendlich oft im mathematischen posi-
tiven Drehsinn um den Einheitskreis S!

Bemerkung 3.3.18 (Additionstheorem fiir cos und sin)
Fiir ¢, € R gilt

cos(t + ) = costcos p — sintsin g

sin(t + ) = sint cos ¢ + costsin ¢
Bemerkung

1. Jede Losung der Schwingungsgleichung hat die Form
u:strceos(t+¢) und wv:t— rsin(t+ ¢)

mit einer Amplitude r € [0,00) und einer Phasenverschiebung ¢ €
[0, 27). Dabei sind (r, ) die Polarkoordinaten der Anfangswerte (u(0),v(0).

2. Das Additionstheorem schreibt sich einfacher mit Hilfe der Eulerschen
Formeln:

et = cost +isint, e = ¢it. iv

Beweis (Additionstheorem fiir cos und sin).

Die Funktionen
u:trcos(t+ @) und wv:t—sin(t+ )
sind eine Losung des Anfangswertproblems

u = —v, u(0) = cosy,
Vo= und v(0) =sine.

Da die Lésung eindeutig ist (vgl. 3.3.5) stimmen diese Lésung und die Ldsung
gemaB 3.3.6 (2) iiberein. D.h.

cos(t + ) = costcosp —sintsinpsin(t + ¢) =sintcosy + costsing
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3.3.2 Kurvenlinge und Bogenmaf}

Bemerkung. Wir wollen die Linge des Graphen L,y f einer stetig differen-
zierbaren Funktion f {iber einem Intervall [a, b] durch anschauliche Forderungen
eindeutig beschreiben.

Dazu beschrinken wir die Betrachtung zunéchst auf monotone Funktionen f,
g auf einem offenen Intervall I.

e Esseien f und g monoton wachsend. Wenn man ihren Graphen wie einen
Berghang hochléuft, so wird iiber demselben Intervall der steilere Graph
den ldngeren Weg ergeben.

e Wenn die eine Funktion wéchst und die andere fillt, so wird ebenfalls der
steilere Weg der léngere sein.

Ferner soll die Liange additiv sein. Fiir Geradenstiicke wird die Lange mit Hilfe
des Satzes von Pythagoras bestimmt.

Definition 3.3.19 (Axiome der Linge eines Graphen)

Es sei I ein offenes Intervall. Die Kurvenldnge ordnet jeder stetig differen-
zierbaren Funktion f : I — R und jedem kompakten Intervall [a,b] C I, eine
reelle Zahl zu:

[ L[a,b]f'

Dabei sollen die folgenden Regeln gelten:
Intervall-Additivitat: Fiira, b, c€ R mit a < b < ¢ gilt:
Ligof + Lpgf =Lagf-
Monotonie:
0<IfI<Idl = Lyl <Lpuyg
Eichung: Fir eine affine Funktion x — ax + 0 gilt:

Ligg(ax +3) := V1+a?(b—a)

Bemerkung (Integralformel: Kurvenlinge).

Fiir stetig differenzierbare Funktionen f : I — R und Intervalle [a,b] C I
erfiillt die folgende Integralformel offensichtlich die Axiome 3.3.19 der Linge
eines Graphen:

[ f[a,b} V 1+ (f/)z-

Wir wollen zeigen, daBl dies die einzige Mo6glichkeit ist, die Lénge zu definieren.

206



Feststellung 3.3.20 (Kurvenlinge existiert eindeutig) Die Linge von Gra-
phen stetig differenzierbarer Funktionen ist durch die Aziome 3.3.19 eindeutig
bestimmd.

Fiir eine stetig differenzierbare Funktionen f: I — R auf einem offenen Inter-
vall I und jedes kompakte Teilintervall [a,b] C I gilt fir die Kurvenlinge:

Liag) [ = Jiag V1 + ()%

Beweis (Integralformel: Kurvenlinge).
Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen:

Es sei L eine Kurvenldnge ist, die die Axiome 3.3.19 erfiilt. Man fixiere einen Punkt
a € I und bilde die folgende Funktion:

. L[a,:r]f firxel, a <z,
lmH{ —L[%a]f firzel, z<a,

Fiir 2o < z gilt [(z) — [(z0) = Lz, 4]- Da L monoton ist, folgt

: I(z) — l(z0)
min /14 f/(6)2 < —~——2 < max 1+ f(£)2.
£€[zo,7] F1e) T — X0 §€[zo,7] f€)

Da [’ stetig ist, ist der rechseitige Grenzwert

lim Hz) = Ulwo) =14 f/(x0)2.

x|xo r — X0

Analog erhilt man fiir den linkseitigen Grenzwert denselben Wert. Also ist I’ =

VIH P2 und I(x) = [7/T+ F/(€)2de.

Bemerkung. Die Namen der Hyperbel-Funktionen erklédren sich aus einer for-
malen Ahnlichkeit mit den trigonometrischen Funktionen cos und sin, bei der
an Stelle des Kreises die Hyperbel auftritt.

Definition 3.3.21 (Hyperbelfunktionen)

In vielen Anwendungen kommt die kommen die folgenden Linearkombinationen
der Ezxponentialfunktion vor:

e +e "
cosh:xHT fir z € R,
e —e "
sinh:x»—»T fir z € R,

diese Funktionen heiffen

Cosinus hyperbolicus oder Hyperbel-Cosinus,

Sinus hyperbolicus oder Hyperbel-Sinus.
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Definition 3.3.22 (Area hyperbolici Funktionen)

1. cosh : [0,00) — [1,00) ist streng monoton wachsend und bijektiv. Die
Umkehrfunktion heifst Area-Cosinus:

arcosh : [1,00) — [0, c0),

arcosh : y — log(y + Vy? — 1 fir (y € [1,00)).

2. cosh : [—00,0]) — [1,00) ist streng monoton fallend und bijektiv. Die
Umkehrfunktion heifst der andere Zweig des Area-Cosinus:

ar cosh : [1,00) — (—00,0],

arcosh : y — log(y — \/y? — 1 fiir (y € [1,00)).

3. sinh : R — R ist streng monoton wachsend und bijektiv. Die Umkehrfunk-
tion heifit Area-Sinus:

arsinh : y — log(y + Vy?2 + 1 fir (y € [1,00)).

Beispiele 3.3.23 (Bogenlinge der Parabel)

Die Bogenlinge der Einheitsparabel R 3 z +— 22 iiber dem Intervall [0, x] ist:
v 1 1.
V1+482de = 2% 1+ 422 + 1 ar sinh(2z).
0
Man beachte die Ableitung der Area-Sinus Funktion:

1
(arsinhz) = ——— fiir z € R.

V1422

3.3.3 Bogenmafl und Arcus-Funktionen

Bemerkung (Einheitskreis)

1. Der Einheitskreis S' ist die Kurve im R?, die aus Punkten besteht, deren
Abstand zum Ursprung gleich 1 ist:

{(x,y) | (l’,y) € R27 a? +y2 = 1}

S! ist im mathematisch positiven Drehsinn, also gegen den Uhrzeigersinn,
orientiert.
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2. Der Einheitskreis wird durch die bijektive Abbildung
(=7, 7] >t (cost,sint) € St

parametrisiert. Nach Satz 3.3.15 ist die Umkehrfunktion hierzu die Argu-
mentfunktion arg : St — (—m, 7).

Ziel. Versieht man die Kurvenldnge auf dem FEinheitskreis mit einem Vorzei-
chen, je nachdem, in welcher Richtung ein Kurvenstiick durchlaufen wird, so
erhilt man das Bogenmaf3.

Die Argumentfunktion 3.3.15 gibt das Bogenmés auf dem Einheitskreis an:

Fiir einen Punkt P = (z,y) € S! betrachte man denjenigen Kreisbogen vom
Punkt (1,0) zum Punkt P, der den Punkt (—1,0) nicht enthilt.

p = arg(z,y) ist die orientierte Linge dieses Kreisbogens. D.h.:

o Wenn P im oberen Halbkreis liegt, liegt der Kreisbogen im oberen Halbkreis
und seine absolute Ldnge ist ¢.

o Wenn P im unteren Halbkreis liegt, liegt der Kreisbogen im unteren Halb-
kreis und seine absolute Linge ist —p.

L&ange des Bogens ist ¢ > 0

|
r—cosp | O=(0,0 £ (1,0)

Bemerkung (Parametrisierung der Halbkreise).

1. Den oberen und den unteren Halbkreis kann man als Graph einer stetig
differenzierbaren Funktion schreiben:

(—1,1) 32— V1 — 22 (oberer Halbkreis)
(—1,1) 22— —/1— a2 (unterer Halbkreis)
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2. Die Parametrisierung in (2.) durchlduft den oberen Halbkreis entgegen
dem mathematischen Drehsinn, den unteren Halbkreis im positiven Sinne.

3. Analog kann man den rechten und linken Halbkreis als Graph iiber der
y-Achse schreiben:

(—1,1) 2y —+/1—192 (rechter Halbkreis)
(L, 1) 2y— —/1—y? (linker Halbkreis)

Satz 3.3.24 (Bogenmaf3 auf dem Einheitskreis)
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